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INTRODUCTION. 


Ce  Livre  ne  doit  faire  double  emploi  ni  avec  mon  Ouvrage  sur 
Les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  ni  avec  le 
Traité  de  Mécanique  céleste  de  Tisserand. 

Dans  Z/e5  Méthodes  nouvelles  je  me  suis  placé  le  plus  souvent 
au  point  de  vue  du  géomètre  et  j'ai  recherché  la  rigueur  analy- 
tique; j'ai,  par  exemple,  consacré  à  la  question  de  convergence 
des  séries  de  longs  efforts  et  des  pages  nombreuses;  ici,  au  con- 
traire, je  laisserai  cette  cjuestion  complètement  de  côté  et  le  lecteur 
qui  désirerait  l'étudier  devrait  se  reporter  aux  Volumes  que  je 
viens  de  citer. 

D'autre  part,  dans  ces  Volumes,  j'ai  poussé  l'approximation 
beaucoup  plus  loin  que  ne  l'exige  la  pratique;  j'ai  pu  ainsi  faire 
ressortir  des  circonstances  tout  à  fait  imprévues^,  dont  l'importance 
analytique  est  très  grande,  mais  qui  n'ont  aucun  intérêt  pour  l'as- 
tronome praticien,  et  n'en  acquerront  que  le  jour  où  la  précision 
des  observations  sera  beaucoup  plus  grande  qu'aujourd'hui,  ou 
quand  on  voudra  comparer  des  observations  s'étendant  sur  une 
longue  suite  de  siècles. 

Au  contraire,  j'ai  regardé  les  résultats  anciens  comme  connus,  de 
sorte  que  j'ai  peu  insisté  sur  le  lien  qui  rattache  les  méthodes  nou- 
velles aux  anciennes  et  sur  la  façon  dont  celles-là  sont  sorties  de 
celles-ci. 


VI  INTRODUCTION. 

L'Ouvrage  n'était  donc  pas  accessible  au  débutant  et  ne  conve- 
nait qu'au  lecteur  déjà  familier  avec  la  Mécanique  céleste. 

Ici,  au  contraire,  je  me  borne  à  reproduire  les  leçons  que  j'ai 
professées  devant  les  élèves  de  la  Sorbonne  et  je  prends  le  pro- 
blème à  son  début,  en  supposant  connus  seulement  les  principes 
de  l'Analyse  et  de  la  Mécanique,  ainsi  que  les  lois  de  Kepler  et  de 
Newton.  Je  n'emprunte  aux  méthodes  nouvelles  que  leurs  résul- 
tats essentiels,  ceux  qui  sont  susceptibles  d'une  application  immé- 
diate, en  m'efforçant  de  les  rattacher  le  plus  intimement  possible 
à  la  méthode  classique  de  la  variation  des  constantes. 

D'un  autre  côté.  Tisserand  s'est  constamment  préoccupé  de 
reproduire  aussi  fidèlement  qu'il  a  pu  la  pensée  des  fondateurs  de 
la  Mécanique  céleste  et,  en  effet,  son  Livre  nous  la  rend  tout  entière 
sous  une  forme  condensée.  Je  n'avais  pas  à  refaire  ce  qu'il  avait 
fait  et  bien  fait. 

J'ai  été  plus  droit  au  but;  le  chemin  suivi  par  nos  devanciers 
n'a  pas  toujours  été  le  plus  direct:  en  pareil  cas,  j'ai  coupé  au 
court;  je  me  privais  ainsi  de  tout  ce  qu'ils  avaient  vu  en  route  et 
qui  souvent  était  plein  d'intérêt;  mais  je  n'avais  pas  à  le  regretter, 
puisque  Tisserand  nous  l'avait  montré. 

Ce  nouveau  Livre  ne  dispensera  donc  pas  de  lire  les  deux  Livres 
anciens  et  dans  la  suite  j'y  ferai  de  fréquents  renvois. 
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CHAPITRE  I. 

PRINCIPES  DE  LA  DYNAMIQUE. 


Il  ne  s'agit  ici  ni  des  fondements  expérimentaux  ni  des  prin- 
cipes philosophiques  de  la  Mécanique,  mais  uniquement  de  cer- 
taines transformations  analytiques  dont  la  connaissance  est  indis- 
pensable à  celui  qui  veut  étudier  la  Dynamique.  Ce  sont  celles 
qui  ont  fait  l'objet  des  célèbres  Vorlesungen  iiber  Dynamik  de 
Jacobi. 

1.  Équations  canoniques.  —  Soient 

yu     7-2,       ••-,      ^« 

2/2  variables  réparties  en  deux  séries,  et  soit  F  une  fonction  quel- 
conque de  ces  2n  variables.  Envisageons  les  équations  diffé- 
rentielles 

dxi  _  d¥  dyt  _       dY 

dt   ~  dyi  '  dt  dxi 

Les  équations  différentielles  de  cette  forme  s'appelleront  équa- 
tions canoniques . 

Si  l'on  avait  intégré  complètement  ces  équations,  on  aurait 
exprimé  les  inconnues  x  Qly  en  fonction  du  temps  t  et  de  ancon- 
P.  —  I.  I 
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stantes  d'intégrations 


a2/î- 


Remarquons  en  passant  que  le  déterminant  fonctionnel  des  x  et 
desj}/  par  rapport  aux  constantes  a  ne  peut  être  identiquement  nul. 
S'il  l'était,  en  effet,,  il  y  aurait  entre  les  x,  lesjK  et  les  t  une  relation 
indépendante  des  a  ;  on  ne  pourrait  donc  attribuer  aux  x  et  auxjK 
de  valeurs  initiales  quelconques  pour  ^  =  ^q. 

Il  est  aisé  de  voir,  en  outre,  qu'on  aura,  en  vertu  des  équations  (i), 

dY  _  -^  I  d¥_  dxi^        d¥  dyi\_ 
~dt    ~  ^\ dxi    dt         dyi    dt  )  ~    '' 
d'où 

F  =  const.,, 

ce  qui  nous  donne  une  intégrale  des  équations  (i). 

Cette  intégrale  peut  s'appeler  intégrale  des  forces  vives  ;  car,  dans 
le  cas  des  équations  de  la  Dynamique,  elle  n'est  pas  autre  chose, 
comme  nous  le  verrons,  que  l'équation  de  la  conservation  de 
l'énergie. 

2.  Les  équations  canoniques  (i)  peuvent  se  mettre  sous  une 
forme  différente,  mais  équivalente  : 

Supposons  que  tout  ait  été  exprimé  en  fonction  de  t  et  des  con- 
stantes a;  on  aura  identiquement  : 

d  -^      dv  d    •^     dy  _  •^  dx    dy        "^  dy    dx 

^  ^  di  Amà'^  'dx'k        'dâ^k  ^^     dt  ~  ^  dt  5âJ       ^  dt   da^  ' 

c/.k   étant  l'une  quelconque  des  constantes  d'intégration.   On  aura 
d'ailleurs 

dF^  _^  dF   dy        yri  dF    dx_ 

da.1;       ^Ld.  dy   dac/c       ^d.  dx  d'Xk 

En  vertu  des  équations  (i)  le  second  membre  de  (2)  est  égal  à 
celui  de  (3)  ;  on  aura  donc 

d  '^      dv  d    -^      dy  _   dF 

^       .  dt  ^^  dy-k  ~  'dâ'k'^^  dt  ~  d'Xk 

On  aura  in  équations  de  cette  forme  puisque  l'indice  k  peut 
prendre  les  valeurs  1,  2,  ...,  in. 

Réciproquement,   si  l'équation  (4)  a  lieu,  le   second   membre 
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de  (2)  est  égal  à  celui  de  (0),  ce  qui  peut  s'écrire 


■^  /  dx 
2d\dt 


I dx        dY\   dy        \^  / dy        dF\   dx   _ 
\dt         dv  I  d 'Xk       ^^  \  dt         dx  /  d  rui^ 


Ces  2  n  équations  sont  linéaires  par  rapport  aux  in  inconnues 

dx        dF  /dy        d¥ 

dt        dy  \  dt        dx 

le  déterminant  de  ces  in  équations  linéaires  qui  n'est  autre  chose 
que  le  déterminant  fonctionnel  des  x  et  des  y  par  rapport  aux  a  ne 
peut  être  identiquement  nul.  Donc  les  2/2  inconnues  doivent  être 
nulles,  ce  qui  veut  dire  que  les  équations  (i)  sont  satisfaites. 

Ainsi  les  équations  (i)  peuvent  se  déduire  des  équations  (4),  de 
même  que  les  équations  (4)  des  équations  (1);  les  deux  systèmes 
d'équations  sont  donc  écpiivalents. 

3.  Changements  canoniques  de  variables.  —  Soient 

•^1 1        •^2)         •  •   -  7        -^ lit 

y'u   y'it    •••,   y,i 

1  n  fonctions  des  2  n  variables  anciennes  x  et  j)^.  Nous  pourrons  faire 
un  changement  de  variables,  en  prenant  pour  variables  nouvelles 
les  x'  et  les  y' . 

Je  suppose  que  les  relations  qui  lient  les  variables  nouvelles  aux 
variables  anciennes  soient  telles  que  l'expression 


^x' dy'  —  ^x  dy  = 


dS 


soit  une  différentielle  exacte;  je  dis  que  le  changement  de 
variables  n'altérera  pas  la  forme  canonique  des  équations  (i)  qui 
deviendront 


(i  bis) 

En  effet  on  a 


dx'i  _  dF  ^  dy'i  dF 

dt         dy'i'  dt  dx'i 


y,  dy'        ■^       dy  dS 

y    _dS 

dt  dt 


i:-'f -2-^=-' 
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et  l'on  en  déduit  l'identité 

^"V      ^^  d    "^     dy  _  d_y^    ,  dy' d_  ^    ,  dy^ 

^^       'dt2d'lûk~~d^k2j^~di~dt2d''dnk        d^,,Zà''    dt' 

Des  équations  (i)  on  peut  déduire  les  équations  (4),  celles-ci  à 
cause  de  l'identité  (5)  donneront 

d  -^    ,  dy' d_  ^    ,  dy^  _  ^F 

^^    ^^'  dt  Zd      dixk        dak  .^  '    dt   "  da^ 

qui  ne  diffèrent  des  équations  (4)  que  par  la  substitution  des 
variables  nouvelles  x'  et  y'  aux  variables  anciennes  x  et  y.  Nous 
avons  vu  que  des  équations  (4)  on  peut  déduire  les  équations  (i); 
de  même  des  équations  (4  bis)  on  pourra  déduire  les  équa- 
tions (i  bis).  Les  équations  (i  bis)  sont  donc  une  conséquence 
des  équations  (i).  c.   q.   f.   d. 

4.  Exemples.  —  Soit,  par  exemple, 

^'i=yi^      y'i  =  —  ^i\ 

dans  ce  cas  : 

^x'  dy'  —'^x  dy  =  —  '^y  dx  —  ^x  dy  =  —  d  Ç^xy 

sera  une  différentielle  exacte,  de  sorte  que  les  équations  (i),  par 
suite  du  changement  de  variables,  se  transformeront  dans  les 
équations  (i  bis).  C'est  d'ailleurs  ce  qui  se  vérifie  immédiatement. 

o.  Supposons  que  les  x'  soient  liés  aux  x  par  des  relations 
linéaires,  et  que  les  y'  soient  liés  aux  y  par  d'autres  relations 
linéaires.  Supposons  de  plus  que  l'on  ait  identiquement 

(6)  ^^y  =  ^^y- 

Il  est  clair  que  les  différentielles  dy'  seront  liées  aux  dy  par 
les  mêmes  relations  linéaires  que  les  y  aux  y.  Dans  l'identité  (6), 
nous  pouvons  donc  remplacer  les  y  el  les  y  par  les  dy  et  les  dy' . 
Il  en  résulte  que 

^x' dy' —  ^x  dy  =  o 
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est  une  différentielle  exacte  et  que  le  changement  de  variables 
n'altère  pas  la  forme  canonique  des  équations. 

6.  Si  nous  posons 

j- —  y/^tp  cosco,  K=v/'2psina), 

il  viendra 

X  dy  =20  cos-to  diù  -4-  rfp  cosco  sin  w, 
donc 

X  dy  —  0  dto  =  0  cos  2  to  dto  -\ ^  sin  2  co  =  <f     -  sin  2  co 

2  L2  J 

est  une  différentielle  exacte. 
Si  donc  nous  posons 

Xi  =  ^/i.r'i  cosj'i ,         yi  =  \/2x\  s\x\y\ , 

et  pour  i  >>  i 

Xf  =  Xf ,        yi  =  jf  ; 

la  différence  ^^x' dy'  —  ^_^x  dy  sera  une  différentielle  exacte  et 
la  forme  canonique  des  équations  ne  sera  pas  altérée. 

7.  Équations  de  Hamilton.  —  Les  équations  de  la  Dynamique 
peuvent  se  mettre  facilement  sous  la  forme  canonique. 

Nous    considérerons  un    système  matériel  formé    de   —   points 

matériels  ;  ces  points  seront  soumis  à  des  forces  ne  dépendant 
que  de  leurs  coordonnées,  et  ces  forces  devront  admettre  une 
fonction  des  forces  confoi'mément  au  principe  de  la  conservation 
de  l'énergie. 

Je  désignerai  les  coordonnées  du  premier  point  matériel  par 

(Il  \  ième 
1  / 

et  dernier  par  x«_2,  ^«_i,  JCn- 

Je  désignerai  indifféremment  la  masse  du  premier  par  nii,  m-y 
ou  /?^3;  celle  du  second  par  /«.,,  ni^  ou  oiq]  ..  .;  celle  du  dernier 
par  m,i-2-,  ff^n-^i  ou  m,i. 

Dans  ces  conditions,  la  demi-force  vive  ou  énergie  cinétique  T 
aura  pour  expression 


^-.l-{wï 
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Je  désignerai  par  U  l'éneraie  potentielle  q,ui  sera  une  fonction 
(les  coordonnées,  de  sorte  que  l'énergie  totale  sera 

F  =  T^-U 

et  que  les  équations  du  mouvement  s'écriront 

d^Xi  d\S 

Nous  poserons 

dxi 

de  sorte  que  y\i  y-j-,  J'i  représenteront  les  trois  composantes  de  la 
quantité  du  mouvement  du  premier  point  matériel.  On  aura  alors 


1  A^  mi 
et 

dxj  _  yi  ^  dT 
dt         nii        dyt 

D'autre  part,  l'équation  (7)  pourra  s'écrire 

dy^  __d^ 
dt  dxi 

Comme  T  ne  dépend  pas  des  x^  ni  U  des  j',  on  aura 

d^  _  d^  dY  _  dT 

dxi  "  dxi  dyi  ~  dyt 


et  par  conséquent 

dxi 

d¥ 

dyt 

rfF 

dt 

~~  dyt' 

dt    ~ 

dxi 

ce  sont  bien  nos  équations  canoniques. 

8.   Adoptons  maintenant  un  système  de  coordonnées  curvilignes 
quelconques  et,   au  lieu   de   définir   la  position  du    système  par 

les  n  coordonnées  rectangulaires  X) ,  x^i  ...,   Xni  de  ses  ^  points 
matériels,  définissons-la  par  n  fonctions  quelconques 

^1,     qi,      ■■',     qn 

de  ces  n  coordonnées  rectangulaires. 
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Réciproquement,  les  n  coordonnées  rectangulaires  x  seront 
des  fonctions  des  n  coordonnées  nouvelles  q.  Nous  représenterons 

pour  abréger  les  dérivées  -j^  et  -~  par  x'^  et  q',^.  Alors  U,  qui  ne 

dépend  que  des  x^  ne  dépendra  que  des  q. 

Soit 

En  dilïerentiant,  on  trouve 

(8)  ^^  =  2^^^^ 

ou  bien  encoi^e 

Nous  voyons  que  les  x'  sont  des  fonctions  linéaires  des  q' ^  dépen- 
dant d'ailleurs  des  q^  puisque  les  coefficients  -—■  dépendent  des  q 
et  pas  des  q' . 

Il  en  résulte  que  T=  -^/«y-  sera  un  poljnonie  homogène 

du  second  degré  par  rapport  aux  q' ^  dont  les  coefficients  dépendent 
d'ailleurs  des  q.  Si  donc  nous  posons 

dT 

dqt 

nous  aurons,  en  vertu  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 

Remarquons  d'ailleurs  que,  si  Ton  exprime  T  en  fonction  des.27', 
sous  la  forme  T=  -\  m^?'-,  on  aura  de  même 


dx 


Gela  posé,  donnons  aux  variables  q^  des  accroissements  dq' ^  les 
variables  q  étant  regardées  comme  constantes  ;  alors  les  variables  x 
ne  subiront  aucun  accroissement,  puisqu'elles  ne  dépendent  que 
des  ^,  mais  les  x'  subiront  des  accroissements  dx'  et  la  diff'éren- 
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liation  de  l'équation  (9)  nous  donnera 

dqi 
On  aura  d'ailleurs 


(,o)  <'^:- =2  Ê ''?'■■ 


ou 

(II)  ^pdq'^^ydx'. 

La  comparaison  des  équations  (8)  et  (10)  nous  montre  qu'il  y  a 
entre  les  dx'  et  les  dq'  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre  les  dx 
et  les  dq.  Dans  l'identité  (1 1)  nous  pouvons  donc  remplacer  les  dx' 
et  les  dq'  par  les  dx  et  les  dq^  ce  qui  donne 

'^pdq=^ydx. 
A.insi 

^^q  dp  —^x  dy  =  dy^pq  —^yx^ 

est  une  différentielle  exacte.  Si  donc  nous  prenons  pour  variables 
nouvelles  les  q  et  les/>,  la  forme  canonique  des  équations  ne  sera 
pas  altérée  et  nous  aurons 

dqi  _  dY  dpi  _       dF 

dt         dpi'  dt  dqt 

Ce  sont  les  équations  de  Hamilton  pour  un  système  quelconque 
de  coordonnées. 

9.   Systèmes  à  liaisons.  —  Il  est  aisé  d'étendre  ce  résultat  à  un 

système  à  liaisons.  Supposons  que  nos  -^  points   matériels   soient 

soumis  à  a  liaisons,  de  façon  que  leurs  n  coordonnées  rectangu- 
laires puissent  être  exprimées  en  fonction  de  n  —  a  =  ,8  variables 
indépendantes 

(i3)  g-i,     qt.      ...,     q<^. 

Soient 

Xi=  ^iiqi-,  qi,  ...,  <7[3) 
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les  expressions  des  n  coordonnées  rectangulaires  en  fonction  de 
ces  p  variables. 

Introduisons  a  variables  auxiliaires 

(i4)  ç-p+i,    7P+2,     •••,    qri 

et  posons 

les  <hi  étant  des  fonctions  choisies  de  façon  à  se  réduire  à  ^t  pour 

(i5)  ^p^i=  ^p_^,  =  ..  .=  ^„  =  o, 

mais  d'ailleurs  quelconques. 

Si  nous  adoptons  comme  variatles  indépendantes 

qi,    qi-,    •••,    qni 

alors  les  équations  (i5)  représenteront  précisément  nos  équations 
de  liaison. 

On  voit  qu'un  système  à  liaisons  se  comporte  comme  un  système 
libre  à  la  condition  qu'on  lui  applique  certaines  forces  supplémen- 
taires, dites /o/'ces  de  liaison,  et  dont  il  est  aisé  de  comprendre 
la  signification.  Supposons,  par  exemple,  que  deux  points  du 
système  soient  assujettis  à  rester  à  une  distance  constante  a;  tout 
se  passera  comme  si  ces  deux  points  s'attiraient  quand  leur  distance 
est  supérieure  à  «  et  se  repoussaient  quand  elle  est  inférieure  ; 
cette  attraction  (ou  cette  répulsion)  étant  extrêmement  grande 
pour  une  distance  égale  àa-|-£(ou  k  a  —  s)  à  moins  que  e  ne 
soit  extrêmement  petit.  Toutes  les  forces  de  liaison  sont  suscep- 
tibles d'une  interprétation  analogue. 

Soit  alors  W  l'énergie  potentielle  due  à  ces  forces  de  liaison, 
de  telle  façon  que  le  travail  de  ces  forces  soit  représenté  par  —  t/W. 
Nous  pourrons  alors  traiter  notre  système  comme  s'il  était  libre, 
mais  à  la  condition  d'ajouter  cette  énergie  potentielle  W  à  celle 
des  forces  ordinaires  que  nous  avons  appelée  U;  c'est-à-dire  de 
changer  F  en  F-1- W.  Les  équations  (12)  s'écriront  alors 

dt  dpi  dt  dqt 

Mais  le  travail  des  forces  de  liaison  est  nul  pour  tout  déplace- 
ment compatible  avec  les   liaisons;   la  fonction  W  ne  varie  donc 
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pas  quand  les  variables  (i 3)  varient,  les  variables  (i4)  restant  con- 
stamment nulles.  On  a  donc 

rfW  ,.  ... 

D'autre  part,  W  dépend  seulement  des  q  et  pas  des  />,  de  sorte 

^^^^  =  ^- 

Nous  pouvons  donc  écrire,   en  donnant  seulement  à  l'indice  i 
les  valeurs  i ,  2,  . , .,  ,3, 


dqj,  _  d¥^  dpi  _        dF 

dt         dpi  dt  dqi 

de  sorte  que  nous  retrouvons  les  équations  de  Hamilton. 

10.  Méthode  de  Jacobi. —  Reprenons  les  équations  cano- 
niques (i).  A  ces  équations  se  rattache  intimement  une  équation 
aux  dérivées  partielles,  imaginée  par  Jacobi,  et  que  nous  allons 
construire. 

Soit  S  la  fonction  inconnue;  dans  la  fonction  Yi^Xi^yî)  rempla- 
çons yt  par  la  dérivée  partielle  -, —  et  égalons  cette  fonction  à  une 
constante.  Nous  obtiendrons  ainsi  l'équation 

(.6)  F(x„^)  =  const. 

C'est  l'équation  de  Jacobi,  et  nous  allons  voir  que  l'intégration 
des  équations  (i)  se  ramène  à  celle  de  l'équation  de  Jacobi. 

Supposons,  en  effet^  qu'on  ait  trouvé  une  solution  particulière 
de  l'équation  (16)  dépendant  de  n  constantes  arbitraires 

La  constante  du  second  membre  de  (16)  sera  une  fonction  de  ces 
n  constantes,  de  sorte  qu'on  aura 

(«7)  f(^,,  g)  =  ç(^i,?„  ...,?.).._        ' 

La  fonction  S  dépend  à  la  fois  des  variables  x  et  des  constantes 
d'intégration  ji;  si  nous  faisons  varier  à  la  fois  ces  variables  et  ces 
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constantes,  nous  aurons 

Posons 

<^S  dS 

Entre  les  4 '^  quantités  x,y,  [i,  y,  nous  avons  les  a/i  relations  (i  8). 
Donc  2  n  de  ces  quantités  peuvent  être  regardées  comme  fonc- 
tions des  2  n  autres;  par  exemple,  les  ^  et  les  y  comme  fonctions 
des  .X  et  des  y.  Cela  nous  permet  de  faire  un  changement  de  va- 
riables et  de  prendre  comme  variables  nouvelles  les  [B  et  les  y  au 
lieu  des  37  et  des  jj^. 
On  a 

donc 

est  une  différentielle  exacte. 

Le  changement  de  variables  est  donc  canonique,  et  les  équa- 
tions (i)  deviennent 


dvi        dV , 

dt   "  d^i' 

d^i  _       d¥ 
dt             d'^i 

ou,  à  cause  de  l'identité  (17), 

^'9)                           dt-d^t' 

d^i 
dt 

Ces  équations  (19)  s'intègrent  immédiatement,  on  trouve  d'abord 

Pi  ==  const. 

Les  ^  étant  des  constantes,   la   fonction  cp((^,,  (5o,  . . .,  [3„)  sera 

également  une  constante  et  il  en  sera  de  même  de  ses  dérivées  -j^  • 

^  d^i 

L'intégration  de  la  première  équation  (19)  nous  donnera  donc 

d'il 

les  T^i  étant  n  nouvelles  constantes  d'intégration. 
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.   On  a  donc  ainsi  intégré  complètement  les  équations  (19)  et  par 
conséquent  les  équations  (i). 

11.  Reprenons  les  équations 

dx  _  dF  dy  _  dF^ 

^'^  'dt  ~'  "dy'  ~dt  ~  'dx' 

avec  ces  équations  nous  pouvons  former  les  équations  de  Jacobi 

(16)  F(^^,,  ^j  =  const. 

Faisons  un  changement  canonique  de  variables;  soient  q  ei  p 
les  variables  nouvelles,  de  telle  façon  que 


'^qdp—'^xdy=  dY 


soit  une  différentielle  exacte  et  que  les  équations  (i)  deviennent 

,     ,  ■  ,  dc/i        dF  dpi  dF 

(i  bis)  -Jl  :=  —~]  _Ç£  =_  . 

dt         dpi  dt  dqt 

Je  désignerai  par  F(^;yy)  ce  que  devient  F(.r,jK)  quand  on  y 
remplace  les  x  et  les  y  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  ^  et 
des  p\  je  mets  un  point-virgule  entre  q  eX.  p  pour  éviter  toute 
confusion  et  afin  que  F(q^p)  ne  semble  pas  être  le  résultat  de  la 
substitution  de  ^  à  ^  et  de  />  à  jk  dans  la  fonction  F. 

Nous  pouvons  appliquer  aux  équations  (i  bis)  la  méthode  de 
Jacobi,  en  remplaçant  dans  F  la  variable  pi  par  la  dérivée  par- 
tielle -3—  >  ce  qui  donne  l'équation 

(16  bis)  ^  i  Ci', —, —  )  =  const. 

V        dgi/ 

Les  fonctions  S'  qui  satisfont  à  l'équation  (16  bis)  sont-elles  les 
mêmes  que  les  fonctions  S  qui  satisfont  à  l'équation  (16)?  Non, 
en  général. 

En  effet,  je  puis  remplacer  l'équation  ()6)  par 


F(ic/,  j/j)  =  const.         d'èi  =  j  y  dx 
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et  l'équation  (i6  bis)  par 

F(^2; />/)  =  const.         dS' =    y  p  dp. 

L'équation  F(q; p)  =  const.  est  bien  une  conséquence  de 
l'équation  F(x,y)  =  const.  ;  mais  on  trouve 

dS'  -dS  =^pdq  --^jdx  =  d(^\^pq  —^a;j^—Y\ 

d'où 

S'—S  =  ^pg  —  ^crj-\'. 

Le  second  membre  n'est  pas  nul  en  général. 

Il  y  a  cependant  un  cas  oii  les  fonctions  S'  sont  les  mêmes  que 
les  fonctions  S  ;  c'est  celui  des  équations  de  Hamilton  et  du  chan- 
gement de  variables  du  n°  8. 

Nous  avons  trouvé  en  effet  au  n"  8 

^jydx  =  '^pdg, 

d'où  l'on  tire 

dS'=dS,        S'^S. 

En  d'autres  termes,  dans  le  cas  des  équations  de  Hamilton,  si 
dans  l'équation  (i6)  on  remplace  les  x  par  leurs  expressions  en 

fonctions  des  ^  et  les  dérivées  partielles      -  par  leurs  expressions 

en  fonction  des  ^  et  des  dérivées  partielles  -y--,   l'équation  trans- 
formée s'écrira 

ce  qui  n'est  pas  autre  chose   que  l'équation  (i6  his)  où  S'  a  été 
remplacée  par  S. 

12.  Cas  où  le  temps  figure  explicitement.  —  Supposons  que  la 
fonction  F  dépende  non  seulement  des  x  et  des  y  mais  du  temps  i, 
et  envisageons  encore  les  équations  (i);  elles  n^ admettront  plus 
V intégrale  des  forces  vives 

F  =  const. 


dx        dY' 
dt  "   dy  ' 

dy            dF' 

dt  ~        dr 

du        dF' 
dt  ~   dv' 

ds;  dF' 
dt  ~        du 
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Il  est  aisé  toutefois  de  ramener  l'étude  des  équations  (i)  dans  le 
cas  où  le  temps  figure  explicitement  dans  la  fonction  F  à  1" étude 
de  ces  mêmes  équations  dans  le  cas  où  il  n'y  figure  pas  ;  cas  qui 
est  le  seul  que  nous  avons  envisagé  jusqu  ici. 

Introduisons  deux  variables  auxiliaires  u  et  r  et  posons 

F'  =  F  y  Xi,  Vi  l  u)  -^  r, 

OÙ  F{xi,  vï;  u)  est  la  fonction  F  où  ?  a  été  remplacé  par  ii.  Con- 
sidérons les  équations 


(20) 


Ces  équations  ont  la  forme  canonique. 

La  troisième  des  équations  (20)  nous  donne 

du 
'dt^^' 

d  où  u  =i  t\  les  deux  premières  ne  sont  autre  chose  que  les  équa- 
tions (1);  car.  quand  on  fait  u  =  t.  il  vient 

dT  _  dF^  dF'  _  dF 

dy         dy  dx         dx 

Quant  à  la  quatrième,  elle  définit  la  variable  r,  que  Ton  pourrait 
é^^alement  définir  à  l'aide  de  l'intégrale  des  forces  vives  des  équa- 
tions (20) 

F yxi,yi\  M  j  -y-  (-•  =  const. 

Supposons  maintenant  que  l'on  fasse  un  changement  de  va- 
riables et  que  les  variables  nouvelles  x  et  y'  soient  des  fonctions 
des  variables  anciennes  x  et  y  et  du  temps  t. 

i"  Si  la  différence 

y^x'  dy'—^xdy 

est  une  différentielle  exacte. 
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Lexpression 

(    y  x'  dy  —  u  dv  ^  —  (    /  X  dy  ^  u  dv\ 

sera  une  difFérentielle  exacte  :  ce  qui  veut  dire  que  les  équations  (20) 
conserveront  leur  forme  canonique,  quand,  conservant  les  deux 
dernières  variables,  11  et  f,  on  prendra  pour  variables  nouvelles  ôt). 
j'j-,  u  et  f,  au  lieu  de  xi.  17.  u  et  i-.  Les  équations  (i  1  qui  ne  sont 
autre  chose  que  les  deux  premières  équations  (20 ;  conserveront 
donc  aussi  leur  forme. 

2^  Si  l'expression 

^x  dy—^x  dy 

devient  une  différentielle  exacte  quand  on  y  regarde  t  comme 
une  constante. 

Nous  aurons,  quand  t  sera  regardée  comme  variable. 
^  X  dy  —^x  dy  =  dS  —  W  dt, 

dS  étant  une  différentielle  exacte  et  ^^  une  fonction  des  x.  des_^>' 
et  de  t,  ou,  si  1  on  aime  mieux,  des  x\  des  r  et  de  t. 
Ou  bien,  en  remplaçant  t  par  u. 

\  x'  dv'  —  "^  X  dv  =  dS  —  W  du. 

Posons  alors 
nous  vovons  que 

(  ^Sx  dy'^  u  dv  )  =  (  y  a-  dy  -hudv)  =  d(S-^  m  W) 

est  une  différentielle  exacte. 

Si  donc  nous  prenons  pour  variables  nouvelles  x-,  r'^,  u  et  t?'  au 
lieu  de  jr,,  ^7.  u  et  r.  les  équations  (20)  conserveront  la  forme 
canonique. 

Mais  nous  aurons,  avec  les  variables  nouvelles. 

F  =  F  — c  — W 
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et 

dF' 

d(F  —  W)           dF' 

^(F  — W) 

dx' 

~         dx'         '          dy' 

dy' 

Les  deux  premières  équations  (20)  deviennent  donc 

dx'  _  d(F  —  W)  dy'  _       ag(F  — W) 

dt  dy'  dt  dx' 

On  voit  que  les  équations  (1)  ont  encore  la  forme  canonique, 
mais  que  la  fonction  F  est  remplacée  par  F  —  W. 

3"  Si  les  variables  x'  et  y'  sont  des  fonctions  des  x  et  des  y 
seulement  et  pas  du  temps  t  et  si 


^^x'  dy' —  '^x  dy 


est  une  différentielle  exacte. 

INous  retombons  sur  le  premier  cas  et  les  équations  (i)  con- 
servent la  forme  canonique  avec  la  même  fonction  F. 

Quel  résultat  nous  donne  maintenant  la  méthode  de  Jacobi 
appliquée  aux  équations  (20)?  Appliquons  la  règle.  Posons 

d^   _  dS  _ 

dxi      •^"  d.u 

et  égalons  F'  à  une  constante,  nous  trouvons 

^/       d%       \       dS 
r  (  Xi,  —, —  j  M    H — j—  =  const., 
\       dXi      /        du 

OU,  en  remplaçant  u  par  ^, 

r    Xi,  —, —  y  t  )  -{ — ^  =  const. 
V       dxi      I        dt 

Telle  est  la  forme  de  l'équation  de  Jacobi  dans  le  cas  qui  nous 
occupe. 

13.  Crochets  de  Jacobi.  —  Revenons  au  cas  où  le  temps  ne 
figure  pas  explicitement  dans  la  fonction  F. 

Soient  F,  et  Fo  deux  fonctions  quelconques   des  xi  et  des  yi. 
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Nous  désignerons  par  la  notation  [F^,  Fo]  l'expression  suivante  : 


dFi  dFj_ 
dxi 


C'est  le  crochet  de  Jacobi . 

Nous  trouvons  immédiatement,  en  vertu  des  équations  (i), 

'^  ^ Zà\dxi  ~dt   "^  dfi    dt  )  ~ Zà\dxi  dyt        dyt  dxi]^ 


c'est-à-dire 


§  =  [f„f: 


Cela  veut  dire  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  F,  =  const.  soit  une  intégrale  des  équations  (i),  c'est  que  le 
crochet  [F,,  F]  soit  nul. 

Si  A,  B  et  C  sont  trois  fonctions  quelconques,  on  vérifie  aisé- 
ment l'identité 

[[A,  B],  G]  +  [[B,  G],  A]  +  [[G,  A],  B]  =  o. 

Supposons  donc  que  F,^const.,  F^=const.  soient  deux  inté- 
grales des  équations  (i);  je  dis  que  [F,,  Fo]  =:  const.  sera  une 
troisième  intégrale.  C'est  le  théorème  de  Poisson. 

En  effet,  nous  avons  l'identité 

[[F,  Fi],  F2]  -+-  [[F„  F2],  F]  -h  [[F2,  F],  Fi]  =  o. 

Le  premier  et  le  dernier  terme  s'annulent,  parce  que  Fi  et  Fo 
étant  des  intégrales  [F,  F,  ]  =  —  [F,,  F]  et  [Fo,  F]  doivent  s'an- 
nuler.  Le  second  terme  sera  donc  nul  et  l'on  aura 

[[F„F.3],F]  =  o, 

ce  qui  exprime  que  [F,,  Fa]  est  une  intégrale. 

Pour  plus  de  détails,  je  renverrai  à  mon  Ouvrage  sur  les  Mé- 
thodes nouvelles  de  la  Mécaiiicjue  céleste.  On  verra,  en  particu- 
lier, aux  n°^  06,  69,  70  et  71  (t.  I,  p.  i66,  et  192  à  198)  quels 
sont  les  rapports  entre  les  crochets  de  Jacobi  et  ceux  de  Lagrange 
que  nous  allons  bientôt  définir,  et  l'on  trouvera  à  la  page  169 
{t.  I)  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Poisson. 
P.  —  I.  2 
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Dans  le  Tome  III  on  verra  les  rapports  des  crochets  de  Jacobi 
avec  les  invariants  intégraux  et,  en  particulier,  au  n°  2oo,  page  43, 
on  trouvera  une  généralisation  du  théorème  de  Poisson. 

Je  n'insisterai  pas  ici  sur  toutes  ces  considérations. 

14.  Crochets  de  Lagrange.  —  Supposons  que  les  équations  (i) 
ayant  été  intégrées,  les  xi  et  les  yi  se  trouvent  exprimés  en 
fonction  du  temps  t  et  des   in  constantes  d'intégration  a^. 

Je  désignerai  par  la  notation  [a/,,  a^]  l'expression  suivante  : 

1  _  V  /  .^'  .^  _  ^'  iî^'  \ 

Ce  sont  les  crochets  de  Lagrange  qu'il  faut  se  garder  de  con- 
fondre avec  ceux  de  Jacobi. 

Nous  avons  vu  au  n"  2  que  les  équations  (i)  entraînent  les 
suivantes  : 

^^^  dt2à''d7,-~d^k2d'^dt  ~ dn' 

ce  que  je  puis  écrire 
J'aurai  de  même 


(22) 


dt  ^^     da^        doLji  \         ^       dt  / 


Jedifférentie  (21)  par  rapport  à  a^  et  (22)  par  rapport  à  a^  et  je 
retranche.  Les  seconds  membres  se  détruisent  et  il  reste 


d   1    d    -^      dy  d    ^       dy 

dt\dy.u.^'    dv-k        dik  ■^     d'^h 

ou 

d  v^  /  dx    dy  dx    dy  \  _  <i  [  «a  .  a  ',  ]  _ 

dt  j^  \  d'Xfi  d'j.i;        d%h  d'Xji  j  dt 

ce  qui  signifie  que  (a^,  a^)  est  une  constante  indépendante  du 
temps  et  pouvant  dépendre  seulement  des  constantes  d'intégra- 
tion a. 


(23) 
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15.   Remarquons,  de  plus,  que  nous  aurons  les  identités 


dxj  dcL/i  d:Lk  ' 

[a/,,  a/,]  =  o,  [a/i,  a^]  =—  [a,^-.  a/,], 


qui  sont  des  conséquences  immédiates  de  la  définition  des  crochets 
de  Lagrange. 

Pour  démontrer  la  première  de  ces  identités,  nous  n'avons  qu'à 
écrire 

d    '^      dy  d    ■^      dy 


r  n  d    "v^      dy  d     ■^      dy 

d    x^       dv  d    v^      dv 


^"■^^""^^^d^j^ 


Si  nous  difFérentions  la  première  de  ces  relations  par  rapport 
à  ay,  la  deuxième  par  rapport  à  a^,  la  troisième  par  rapport  à  a^i^  et 
que  nous  ajoutions,  nous  constaterons  immédiatement  que  les  dif- 
férents termes  du  second  membre  se  détruisent  deux  à  deux.  Le 
premier  membre  doit  être  égal  à  zéro,  ce  qui  démontre  la  première 
identité  (23). 


.16.   Reprenons  l'équation  (21)  et  écrivons-la 

2^ 


d   ■^      dy  d'^Q. 


dt  ^^     d'j-k        dt  dctjc 
en  introduisant  une  fonction  ù  définie  par  l'éqviation 

dt  ^^      dt  ^     dx 

Cette  fonction  Q  étant  définie  par  sa  dérivée  partielle  par  rap- 
port à  t  n'est  définie  qu'à  une  fonction  arbitraire  près  des  con- 
stantes a. 

Notre  équation  nous  donne,  par  intégration, 

■^      dy   _   do, 

^^     d:Lk        d%i;  ' 

A/c  étant  une  fonction  des  constantes  a  indépendante  du  temps. 
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D'autre  part,  nous  avons 

^d     dt        dt  ' 


et  comme 


■^  do.    ,  do.   - 

dQ.=  y  -, —  «a/,  H j-  dt, 

^  d%k  dt 

dy    ,  dy    , 


<^r=2 


il  viendra 

(24)  Va7ûfj' =  c^t2-4-V  AA^a/,— Fo?/, 

/es  Af;  étant  indépendants  du  temps. 
De  là  nous  déduisons  immédiatement 

r  ,^     a   1  —  -—  —  ^^'^  • 
d'j-h         dti; 

Comme  A/r  et  A^  sont  des  fonctions  des  a  seulement  ne  dépen- 
dant pas  de  i,  il  en  sera  de  même  de  leurs  dérivées  partielles,  et, 
par  conséquent,  du  crochet  [a/,,  a^;^].  Nous  retrouvons  donc  le 
théorème  du  n"  14. 

17.  Nous  pouvons  choisir  comme  constantes  d'intégration  les 
valeurs  initiales  x\.,  y\  de  Xi  et  yi  pour  i  =  o.  Dans  ce  cas, 
l'équation  (24)  prend  une  forme  remarquablement  simple. 

Faisons  i=o  dans  cette  équation  (24).  Nous  voyons  que  dt 
sera  nul,  que  xt  et  yi  se  réduisent  à  x^  et  y*^  ]  d'autre  part,  ù  se 
réduira  à  Oq  ]  les  A/f,  qui  sont  des  constantes  indépendantes  du 
temps,  ne  changeront  pas.  Il  viendra  donc 

V  3-0  dyo  =  d%  -hV  A/,  doLk, 
ou,  en  retranchant  de  (24), 

(25)  ^ardy  =  d(a —  Qo)-+-^'«^  dyO  —  F  dt. 

18.  Dans  le  cas  particulier  des  équations  de  Hamilton,  on  a 
(avec  les  notations  du  n"  7) 

F  =  Th-U, 
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U  est  indépendant  desjK  et  T  est  homogène  du  second  degré  par 
rapport  aux  jk  5  on  a  donc 

■1  Ad-^  dy        1  ^mà-^  dy 
D'autre  part,  on  a 


d^ 

di^^^  -^^dt'^Âd-'  lu  -^-^  dy      ^'"'di' 


V^  V^      dv       v^      dx       v^      ci-         _. 


et,  par  conséquent, 


do.        d^xy                ^      d¥ 
dt~      dt      ^          2à"^  dy 

et,  enfin. 

(26) 

do.  _  d^xy    ,    ^        ^ 

19.  Dans  le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps,  l'énergie 
potentielle  U  est  homogène  de  degré  —  i  par  rapport  aux  x,  et  T, 
cjui  reste  homogène  de  degré  2  par  rapport  aux  y^  ne  dépend  pas 
des  X. 

Le  théorème  des  fonctions  homogènes  donne  alors 

du      v^     dF 

X 


"=2-1=2 


dx 


^•^  dy  ^-^  dy' 
d'où 

Dans  ce  cas,  il  est  aisé  de  former  la  fonction  Q]  on  trouve,  en 

effet, 

du  _         ^     dF 

dt  ~  ^     dx' 

dSLxy       v*      d^  ^      dF 


=2^  S -2- 


dt  .^      dy       ^^     dx 

d'où 

dt  ^W^  dy      ^u     dx 

Comme  F  est  une  constante  en  vertu  de  l'équation  des  forces 
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vives,  cette  équation  s'intègre  immédiatement  et  l'on  trouve 
12  =  3F  ?  —  ^^ory  -h  consl. 

On  peut  d'ailleurs  remplacer  la  constante  par  une  fonction  arbi- 
raire  des  constantes  d'intégration. 
Soit,  maintenant, 


on  trouve 


d'où 


ou 


on,  enfin, 


dy         d 
d'x 


^--■^^(2^^')^ 


dl  _    d  /^      dy\        d-^xy 


2^1 


dt        dt  \  ^^     doL  J  d'x  dt 

dJ  _  d-2(Q-i-I.a:j) 
dt  doL  dt 


M  _     d^ 
dt  d'x 


En  vertu  de  l'équation  des  forces  vives,  F  est  une  constante; 
c'est  donc  une  fonction  des  in  constantes  d'intégration  a;  et  il  en 

est  de  même  de  sa  dérivée  partielle  -t-  par  rapport  à  une  de  ces 
constantes. 

Donc  -r-  6st  une  constante. 

U équation  précédente  nous  apprend  donc  que  J  est  une 
fonction  linéaire  du  temps. 

Ce  résultat  se  rattache  intimement  à  la  théorie  des  invariants 
et,  en  particulier,  de  l'invariant  relatif  que  j'ai  étudié  au  n''  256  du 
Tome  III  de  mon  Ouvrage  sur  les  Méthodes  nouvelles  de  la  Mé- 
canique céleste. 

Je  me  bornerai  à  renvoyer  le  lecteur  aux  Chapitres  XXII,  XXIII 
et  XXIV  de  cet  Ouvrage  et  aussi  aux  pages  169  et  suivantes  du 
Tome  P'. 

On  verra  également,  dans  ces  Chapitres,  comment  la  théorie 
des  crochets  de  Lagrange  se  rattache  à  celle  des  invariants  inté- 
graux. 


CHAPITRE  II. 

LE  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS. 


20.  Notations.  —  Considérons  trois  corps  A,  B,  G  qui  s'attirent 
conformément  à  la  loi  de  Newton.  J'adopterai  les  notations  du  n"  7, 
c'est-à-dire  que  je  désignerai  par 

les  trois  coordonnées  du  corps  A,  par 

Xif,        X^,       Xq 

celles  du  corps  B,  par 

X-j,       a?8,       Xg 

celles  du  corps  G. 

Quant  aux  masses,  je  désignerai  celle  du  corps  A  indifférem- 
ment par 

/Tii,     rrii     ou     /«s, 

celle  du  corps  B,  par 

in,^^     m^     ou     me, 
celle  du  corps  G,  par 

7^7,     m^     ou     /ng, 

de  sorte  qu'on  aura 

m\  =  /n»  =  m^, 

m^  =  m^  =  ms-, 

m-]  =  mg  =  rrig. 


Je  poserai 


dxi 
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de  sorte  que  les  trois  composantes  de  la  quantité  de  mouvement 
seront,  pour  le  corps  A.  :  y, ,  yo  et  JK3  ;  pour  le  corps  B  :  jk-s,  JK5 

etjKo;  pour  le  corps  C  :  JK7,  jKs  etjKg- 
L'énergie  cinétique  totale  sera  alors 

/  dx 


2^       \dt  /         lAd  m 


L'énergie  potentielle  sera 


(I)  U  =  - 


AB  AG  BG 


à  la  condition  que  l'on  ait  choisi  les  unités  de  telle  sorte  que  la 
«  constante  de  Gauss  »  soit  égale  à  i  ;  nous  pouvons  le  faire  sans 
inconvénient,  car  il  sera  toujours  aisé  de  rétablir  l'homogénéité  à 
la  fin  du  calcul. 

Dans  l'expression  de  U,  les  dénominateurs  AB,  AC,  BC  repré- 
sentent les  distances  AB,  AG,  BG. 

L'énergie  totale  sera 

F  =  T-)-U, 

et  nos  équations  canoniques  s'écriront  (d'après  le  n°  7) 

,  dxi  _   d¥  dyt  _        d¥ 

dt         dyi  '  dt  dxi 

Nous  désignerons  d'ordinaire  les  trois  axes  de  coordonnées  sous 
les  noms  de  axe  des  x^-,  axe  des  Xo,  axe  des  X3. 

âL  Intégrales  diverses.  —  Le  problème  des  trois  corps,  dont 
les  équations  sont  les  équations  canoniques  (2)  du  numéro  précé- 
dent, admettent  un  certain  nombre  d'intégrales  simples. 

JNous  avons  d'abord  V intégrale  des  forces  vives 

F  =  const. 

Observons  ensuite  que  notre  fonction  U  ne  dépend  que  des  dis- 
tances mutuelles  des  trois  corps  A,  B,  G;  elle  est  donc  indépen- 
dante du  choix  des  axes  ;  elle  ne  change  pas  quand  on  imprime  au 
système  des  trois  corps  un  mouvement  commun  de  translation  ou 
de  rotation. 

Imprimons  donc  à  ce  système  une  translation  infiniment  petite  e 
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dans  le  sens  de  l'axe  des  x^.  Alors 
se  changeront  en 

a?i-t-£,        Xi^-^Z,       Xt-\-Z^ 

et  les  autres  x  ne  changeront  pas. 

L'accroissement  de  U  devant  être  nul,  on  aura 

d\]        d\i        ^U  _o 
dx\        dxi^        dxi 

Mais  il  convient  ici  d'introduire  une  notation  qui  nous  sera  très 
utile  dans  la  suite. 

Nous  écrirons  par  exemple 

2  cp(^i)  =  cp(a7i)-+-cp(.r4)-i-  cp(a77), 


c'est-à-dire  que  le  signe  \^  ,  qui  peut  se  prononcer,  somme  de 

trois  en  Irois,  a  la  signification  suivante;  ilreprésente  une  somme 
de  trois  termes;  le  premier  est  celui  cjui  est  explicitement  formulé, 
le  second  se  déduit  du  premier  en  [augmentant  tous  les  indices  de 
trois  unités  et  le  troisième  en  les  augmentant  de  six  unités. 

Ou,  si  l'on  aime  mieux,  le  second  terme  sera  formé  avec  les 
coordonnées  du  point  B,  et  le  troisième  avec  les  coordonnées  du 
point  C,  comme  le  premier  avec  les  coordonnées  correspondantes 
du  point  A. 

Dans  le  cas  où  l'on  envisagerait  non  plus  trois  corps,  mais  n 
corps,  on  pourrait  évidemment  employer  la  même  notation,  mais  le 

signe  2_,  représentera  non  plus  une  somme  de  trois  termes,  mais 
une  somme  de  ii  termes. 

Quand,  au  contraire,  nous  emploierons  le  signe  ^  sans  l'in- 
dice 3,  la  sommation  devra  être  étendue  à  toutes  les  valeurs  possibles 
des  indices. 
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Avec  cette  notation,  l'équation  (3)  s'écrit 

^    dU  _ 

ou  comme  T  ne  dépend  pas  des  a; 

^     dF  _ 

d'où 

d'où  enfin 

(4)  ^  J>^i=  const. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

dxi  dx^  dx- 

c'est  donc  la  projection  sur  l'axe  des  X\  de  la  quantité  de  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  du  système  où  la  masse  totale 

ni-i  +  nl,^  H-  m-i 

serait  supposée  concentrée. 
On  trouverait  de  même 

{^  bis)  2,  JK2=const.;  \    jK3=const., 

ce  qui  montre  que  les  projections  sur  les  trois  axes  de  la  quantité 
de  mouvement  du  centre  de  gravité  sont  constantes.    Le  premier 

membre   de  (4)  est  la  dérivée  de   \^  m^x^]  en  intégrant  (4)  et 
(4  bis)  on  verra  donc  que 

sont  des  fonctions  linéaires  du  temps;  c'est-à-dire  que  le  mouve- 
ment du  centre  de  gravité  du  système  est  rectiligne  et  uniforme. 
Nous  ne  restreindrons  pas  la  généralité  en  supposant  que  le 
centre  de  gravité  est  fixe.  Nous  savons  en  effet  que  les  lois  du 
mouvement  restent  les  mêmes,   que  le  système   mobile  soit  rap- 
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porté  à  des  axes  fixes,  ou  qu'il  soit  rapporté  à  des  axes  animés 
d'une  translation  rectiligne  et  uniforme. 

Si  nous  choisissons  alors  des  axes  mobiles,  parallèles  aux  axes 
fixes,  et  ajant  leur  origine  au  centre  de  gravité;  la  translation  de 
ces  axes  sera  rectiligne  et  uniforme  de  sorte  que  la  loi  du  mou- 
vement ne  sera  pas  altérée  ;  pour  un  observateur  lié  à  ces  axes 
mobiles,  le  centre  de  gravité  paraîtra  d'ailleurs  fixe. 

22.  Intégrales  des  aires.  —  Imprimons  maintenant  au  système 
des  trois  corps  une  rotation  infiniment  petite  t  autour  de  l'axe 
des  .Xi . 

Les  coordonnées  J7|,  X4,  x^  ne  changeront  pas;  tandis  que 
:z?2i  ^o?  -'^s  deviendront 

et  que  x^,  x^,  jr<j  deviendront 

et  comme  U  ne  doit  pas  changer,  nous  aurons 


2. 


dV  dU 

^3-7 ^3-i—  )  =0, 

dxt  dx-i 


ou,  puisque  T  ne  dépend  pas  des  x, 

V   /      i^  _      ^^     _ 
^ds  \     ^  dx^  '  dxi  ' 

ou,  à  cause  des  équations  (2), 

ou 

d 


dt^^^^-^y^--^^-y-^)  =  ^^ 


puisque  l'on  a  identiquement 

dxi  dx=, 

On  trouve  donc  en  intégrant 

(5)  2j    (^3jK2—  ^2 J3)  =   CODSt. 
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et  l'on  trouverait  de  même 

(S  bis)      2,  y^^Vi — ^1  j'2)  =  coQst.  /  ,,(.gi  JK3  —  ^syi)  =  const. 

Les  équations  (5)  et  (5  bis)  sont  connues  sous  le  nom  d'inté- 
grales des  eûtes. 

Il  est  évident  que  ce  que  nous  venons  de  dire  du  mouvement 
du  centre  de  gra\"ité,  ou  des  intégrales  des  aires  s'appliquerait  sans 
aucun  changement  au  cas  où  il  y  aurait  plus  de  trois  corps. 

Considérons  le  vecteur  dont  les  trois  composantes  sont 

■^^3  -^"S  ^"3 

d'après  les  équations  (5)  et  (5  bis)  ce  vecteur  est  constant  en  gran- 
deur et  direction.  Il  a  reçu  le  nom  de  vecteur  des  aires;  et  le 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire  s'appelle  ordinairement  plan 
invariable. 

Si  1  on  prend  le  plan  invariable  pour  plan  des  ^,  ^o,  le  vecteur 
des  aires  a  pour  composantes 

0)     0,      2^Jxiy2  —  x^_yi). 

23.  Changement  de  variables.  —  Le  problème  des  trois  corps 
comporte  neuf  degrés  de  liberté,  c'est-à-dire  que  nous  avons 
dix-huit  variables  x  et  y.  On  peut  profiter  de  la  propriété  du 
centre  de  gravité  pour  réduire  le  nombre  des  degrés  de  liberté  et 
par  conséquent  celui  des  variaJjles  indépendantes  tout  en  conser- 
vant la  forme  canonique  des  équations.  C'est  là  l'objet  des  chan- 
gements de  variables  que  nous  allons  étudier. 

Je  désignerai  nos  nouvelles  variables  par 

^i-  y  11 
Je  supposerai  d'abord  que 

sont  des  fonctions  linéaires  de 
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et  de  même  que  x'.,.  x-,  x\  sont  des  fonctions  linéaires  de  jTo,  x^^ 
J78,  et  373,  JCg.  x\  de  x-^.  x^^  x^. 

Je  supposerai  de  plus  que  les  relations  linéaires  qui  lient  x\, 
x\,  X-  k  Xi.  x^^  X-  sont  les  mêmes  que  celles  qui  lient  x'.-,,  x\^, 
x'^  à  cTo.  ^'5.  x^  et  les  mêmes  encore  que  celles  qui  lient  x.^,  x^. 

•27.J    3-    -^3?   '^G'    -^Q* 

En  d'autres  termes,  si  l'on  regarde  les  x'  comme  les  coor- 
données de  trois  corps  fictifs,  il  y  aura  entre  les  coordonnées  de 
ces  corps  fictifs  et  celles  des  trois  corps  réels  des  relations 
linéaii^es  indépendantes  du  cboix  des  axes. 

De  même  pour  les  y.  Je  supposerai  ({^^  y\i  x\}  X-;  sont  des 
fonctions  linéaires  de  j»^, ,  i'^,  r-,  gue  j-'^,  y'-,  y\  sont  des  fonctions 
linéaires  de^)-^.  y-^.  y^  et^r'g,  y\,  y\.,  de  1-3,  y^.  y^. 

Je  supposerai  que  les  relations  linéaires  qui  lient  j' ',,->''_,,  jj'l  à 
y^'  y^'X'  ^o^t  ^^^  mêmes  que  celles  qui  lient  y'.2-i Xî,-!  y'%  àj>'2?  JKs- 
jKsj  ou  bien  encore  1-3,  y^^  y^  à  y-^,  y^,  y^. 

Je  supposerai  enfin  que  ces  relations  linéaires  sont  telles  que 
Ton  ait  identiquement 


(6)  2  ^•-^'' 


j^i  yi  ■ 


Comme^)-',.  l 'g,  r'g  sont  liés  à  ro.  rj.  j's  par  les  mêmes  relations 
qney\,  y\^  y.  à  y,,  j)'4,  y-,  on  peut,  dans  l'identité  ^d),  remplacer 

r<^ y^? r^,/,. r'r  y'-,  p^^^ y-^^ y-^^ y^-y-^ .n-  y^^  ^^  q^^  donne 
S  ^v.>'2  =  y  ^\yi- 

De  même,  comme  x\,^  x'^^x^  sont  liés  à  .To,  .^5.  x^  par  les  mêmes 
relations  que  x\^  x^^  x'^^  à  a?,,  a?^,  x-,  on  aura 

y  x'^y^  =  y  .r.2  ri 
et  de  même  : 


et  plus  généralement 


'^1    y%  =     >      -^1  J>'3  ; 
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OÙ  l'indice  i  peut  prendre  une  quelconque  des  trois  valeurs  i ,  2,  3, 
et  où  il  en  est  de  même  de  l'indice  k. 
On  aura  donc  en  particulier 

d'où 

2,  <^^ï  y'-^  ~  "^2  y'^  ^  ^  '^^^^y''  ~  ^2^3  ), 

et  de  même 

'^(x\y'-i  —  x'.iy\)^2^S^^y^~^-iy^^ 

2(^2/1  — ^'172)  =  "y  (^2^1— ^ijK2)- 
3  -^"S 

Noire  changement  de  variables  n^ altère  donc  pas  la  forme 
des  intégrales  des  aires. 

D'autre  part,  on  a  : 


^373; 


ou  en  ajoutant 

(7)  '^^'ifi  =    2^'-^'' 

le  signe  ^  sans  indice  3  indiquant,  comme  nous  l'avons  dit,  une 

sommation  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i. 

Mais  si  l'on  se  reporte  au  n'*  o,  on  voit  que  l'équation  (^) 
signifie  que  le  changement  de  variables  est  un  changement  cano- 
nique. Il  n'altère  donc  pas  la  forme  canonique  des  équations  (2) 
qui  deviennent  : 

(8)  ^'  =   ^,  ^'=_^. 

dt         dy'i^  dt  dx'i 

24,  Élimination  du  centre  de  gravité.  —  Voici  maintenant 
l'usage  que  l'on  peut  faire  de  ce  changement  de  variables.  Je  sup- 
pose que  l'on  ait  choisi  les  relations  linéaires  qui  lient  les  variables 
nouvelles  aux  anciennes  de  telle  façon  que  l'on  ait 

^y'i^yi  +74 -+-77, 
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et,  d'autre  part,  que  x ^  et  x\  ne  dépendent  que  des  différences 

ÛC \  ^^  oc '^    Cl  tX- 4  JC ^ , 

Alors  y,y  est  à  un  facteur  constant  près  la  quantité  de  mouve- 
ment du  centre  de  gravité;  et,  comme  nous  avons  vu  qu'on  peut 
toujours  supposer  ce  centre  de  gravité  fixe,  on  aura 

y'i  =  o, 

et  de  même 

y8=r9  =  o. 

On  devra  donc  avoir,  par  conséquent, 

dy\  _  _  ^F    _ 
dt  dx\ 

ce  qui  montre  que  F  ne  dépend  pas  de  x\.  C'est,  en  effet,  ce  qui 
doit  arriver  si  les  relations  linéaires  entre  les  nouvelles  et  anciennes 
variables  sont  telles  que  x\  et  x!,^  dépendent  seulement  des  diffé- 
rcnccs  oc  \  ■      oc '^  g  i  oc  r^       ol  ^  m 

Dans  ce  cas,  en  effet,  T,  qui  ne  dépend  que  desj^  et  pas  des  x^ 
ne  peut  dépendre  que  des  j/'  et  pas  des  x'  \  U,  qui  dépend  seule- 
ment des  différences^!  —  ^7,  ^4  —  ^7,  x-^  —  ^s?  -275  —  ^^^  x^  —  ^9, 
x^ —  ^9,  dépendra  seulement  des  variables  x\^  x'.^^  ^3,  ^'^,  a?'^,  a^'g, 
qui  sont  liées  à  ces  différences  par  des  relations  linéaires,  mais  ne 
dépendra  pas  de  x'.^  x\^  x\.  Donc  F  ^  T  +  U  ne  dépendra  pas  de 

X^^       ^g,       ,27g. 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  que  nos  deux  hypothèses  ne  sont 
pas  indépendantes  l'une  de  l'autre  et  que,  'i\  y\  est  proportionnel  à 
j)/-, +^4 +J/-7,  les  variables  ^',  et  ^r'j  ne  dépendent  que  des  diffé- 
rences x^  —  ,277  &X.Xr^  —  .277.  En  effet,  reprenons  l'égalité  (6)  que 
j'écris,  en  la  développant  : 

^1  r  1  +  ^4  JK4  +  ^7  JK7  =  ^'1  y\  +  x'^  JK'i  +  x\  y\ . 

Donnant  à  ,r,,  ,274,^7  des  valeurs  égales;  le  premier  membre 
devient  proportionnel  à  jki -|-,X4  +  J7,  c'est-à-dire  à  jk'^  ;  dans  le 
second  membre  de  notre  identité,  les  coefficients  de  y\  et  de  y\ 
doivent  donc  s'annuler;  donc  ,27',  et  ,27'^  s'annulent  en  même 
temps  que  les  différences  x^  —  x-j  et  X;^  —  ^7,  ce  qui  démontre  que 
x\  et  x\  sont  liés  à  ces  différences  par  des  relations  linéaires. 

Nous  supposerons  donc  quej^'^  soit  proportionnel  ày,  -hJK/,  +  J'7 
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et  que  x\   et  x\    ne   dépendent  que   des    différences   x^  —  x^  et 
OC  i^       oc  1  • 

Alors  F  ne  dépend  pas  de  x'.^^  x\^  x\^  et  l'on  a 

.  y'i  =  y\  ^  /e  =  o- 

On  n'aura  donc  à  s'inquiéter  que  des  douze  variables  x', ,  xl, ,  . . . , 
•^6  5^17^''  •••iJKei^tle  nombre  des  degrés  de  liberté  sera  ré- 
duit à  six. 

25.  Élimination  des  nœuds.  —  Envisageons  une  première  pla- 
nète fictive  dont  les  coordonnées  soient  a?'^,  x'^^  x'.^  et  dont  la  quan- 
tité de  mouvement  ait  pour  composantes  y', ,  y.,,  y'.^. 

Le  plan  de  l'orbite  instantanée  de  cette  planète  fictive,  c'est- 
à-dire  le  plan  qui  passe  par  l'origine,  par  la  planète  et  par  sa 
vitesse  sera  parallèle  aux  deux  vecteurs  qui  ont  pour  composantes 
x\^  a?',,  ^'.j,  ex, y\^  y'^^  y'^.W?,evdiàoncT^eT^enàicvàdàYedi\\\ec\.ei\v\ ^ 
qui  a  pour  composantes 

•^'2/3  —  ^3/2,        ^3^1  —  <  /s  5       ^'1/2  —  -^2/1  • 

Envisageons  maintenant  une  seconde  planète  fictive,  dont  les 
coordonnées  soient ;r'^,^'g,  x'^.  et  dont  la  quantité  de  mouvement  ait 
pour  composantes  j)^'^,  v'g,  y',.. 

Le  plan  de  l'orbite  instantanée  de  cette  planète  fictive  sera  per- 
pendiculaire au  vecteur  V,  qui  a  pour  composantes 

^'5  r  6  —  ^6  r  5 ,   ^6  r ',.  —  ^4  r  6  >   ^\y'o  —  *"  5  y'k  • 

D'autre  part,  le  vecteur  des  aires  qui  a  pour  composantes 

2  (^'2/3— ^3/2),  2  ^^'3.>'i~^'i^3)'  2  (^1  •^2—^271) 

est  perpendiculaire  au  plan  invariable. 

Mais  les  sommes  que  nous  représentons  par  Sa  n'ont  plus  que 
deux  termes;  le  troisième  terme  s'annule  de  lui-même  puisque j^'^, 
y%  et  y'y  sont  nuls. 

Chaque  composante  du  vecteur  des  aires  est  donc  la  somme 
des  composantes  correspondantes  de  V  et  V.  Le  vecteur  des  aires 
est  donc  la  somme  géométrique  des  deux  vecteurs  V  et  V.  Les 
trois  vecteurs  sont  donc  dans  un  même  plan. 
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Donc,  les  trois  plans,  qui  sont  respectivement  perpendiculaires 
à  ces  trois  vecteurs,  c'est-à-dire  les  plans  des  deux  orbites  instan- 
tanées et  le  plan  invariable,  sont  parallèles  à  une  même  droite. 

L'intersection  des  plans  des  deux  orbites  instantanées  reste 
donc  constamment  parallèle  au  plan  invariable. 

C'est  cette  propriété  qu'on  a  appelée  assez  improprement  \ éli- 
mination des  nœuds;  sans  doute  parce  que  l'on  n'a  pas  à  envi- 
sager séparément  la  longitude  du  nœud  de  la  première  orbite  et  la 
longitude  du  nœud  de  la  seconde,  si  l'on  rapporte  les  longitudes 
au  plan  invariable. 

Cette  propriété  ne  subsisterait  plus  si  l'on  prenait  des  planètes 
fictives  définies  autrement  que  par  le  changement  de  variables  que 
nous  étudions;  si,  par  exemple,  on  prenait,  comme  on  le  fait  d'or- 
dinaire, des  planètes  fictives  dont  les  coordonnées  et  les  vitesses 
par  rapport  à  des  axes  fixes  seraient  les  mêmes  que  les  coordonnées 
et  les  vitesses  des  planètes  réelles  par  rapport  à  des  axes  invaria- 
blement liés  au  Soleil. 

26.  Premier  exemple.  —  Nous  pouvons  prendre,  par  exemple  : 

OC  I   —  oc  I         OCi  ■  oc  r   ^^^-^  oc  i^  OCi  ^  OL  r^   —  Jb  7 

y\=yu  y4=7'o  y'i^y\^yk-^yi- 

On  vérifie  aisément  : 

1°  Que  la  relation  (6)  est  satisfaite  ; 

^,°  Que  y\  est  égal  à  j,  +  j,  +  y-,  ; 

S*"  Que  a^'i  et  ^'j    ne  dépendent   que  des  différences  Xs  —  x-i  çX 

X  Si  —  X  "2 . 

Ce  changement  de  variables  jouira  donc  des  propriétés  énoncées  ; 
il  n'altérera  pas  la  forme  canonique  des  équations  ;  il  n'altérera 
pas  la  forme  des  intégrales  des  aires;  les  variables  x\.,  x'^^  x'^  ne 
figureront  pas  dans  les  équations  et  les  variables  jk-,  jk's,  jKg  seront 
constamment  nulles,  de  sorte  que  le  nombre  des  degrés  de  liberté 
sera  égal  à  6. 

Quant  à  nos  deux  planètes  fictives,  il  est  aisé  d'en  trouver  la 
signification.  La  première  aura  pour  coordonnées  celles  du  point  A 
dans  son  mouvement  relatif  par  rapport  au  point  0;  mais  elle 
P.  -  I.  3 


34  CHAPITRK   ir. 

aura  même  quantité  de  mouvement  que  le  point  A  dans  son  mou- 
vement absolu.  De  même  pour  la  seconde  planète  fictive. 

27.  Planètes  fictives.  —  L'inconvénient  de  la  solution  précé- 
dente est  aisé  à  apercevoir,  bien  qu'il  ne  faille  pas  s'en  exagérer 
l'importance.  Les  quantités 

y\,  y -2^  y'-i 

ne  sont  pas  proportionnelles  aux  dérivées 

dx\        dx\        dx'.^ 
~~dt  '      ~dt  '       ^  * 

Considérons  la  première  planète  fictive;  à  l'instant  t  nous  lui 
attribuons  certaines  coordonnées  x'^  T.,,  x'.^  et  une  certaine  quan- 
tité de  mouvement  y, ,  y'.^iy'-i  ;  à  l'instant  t  -^  dt  nous  lui  atti-ibuons 
pour  coordonnées  a?',  +  dx\.,  x\^-\-  dx'.^^  •^3+  dx'.^.  Mais  la  vitesse 
qu'elle  devrait  avoir  pour  passer  dans  le  temps  dt  de  la  première 
position  à  la  seconde  n'est  pas  celle  qu'on  déduirait  de  la  quantité 
de  mouvement  que  nous  lui  avons  attribuée. 

On  comprendra  mieux  la  portée  de  cette  objection  au  Cha- 
pitre IV  quand  je  parlerai  de  la  définition  des  orbites  osculatrices. 
En  tout  cas,  il  est  aisé  de  trouver  une  autre  solution  qui  soit 
exempte  de  cet  inconvénient. 

Pour  cela,  il  faut  que  l'on  ait 

,  ,  dx'i 

les  m^  étant  des  coefficients  constants  tels  que 

Nous  conservons,  d'ailleurs,  toutes  nos  autres  hypothèses. 

Alors  m\  =  m',  =  m^  représente  la  masse  de  la  première  planète 
fictive  et  m\^=  în\=  în'^  représente  celle  de  la  seconde  planète 
fictive;  ely\,y[^,  /g,  par  exemple  (ou/,,  y„,  /J,  représentent 
bien  comme  il  convient  les  trois  composantes  de  leur  quantité  de 
mouvement. 

Nous  pourrons  également  regarder 

tn\  =:  «i'g  =  ;n'<,  : 
X-j ,      X^ ,      Xij  , 
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comme  la  masse,  les  coordonnées  et  ]es  composantes  de  la  quantité 
de  mouvement  d'un  troisième  corps  fictif. 

Gomme  nous  avons  conservé  toutes  nos  autres  hypothèses  et  en 
particulier  celle  qui  est  exprimée  par  l'identité   ((5),   nous  aurons 

dx\       v^  dxx 

myXi 


2,     ,  dx,        x^ 


dt 


,,   .  dx',     dx'.     dx'.-        dx\     dxi^     dx-,  ,  ^ 

iMais  nous  avons  entre  —7-^)  —jf-)  —rr  et  — ,-?  —r-  ■>  —,-  les  mêmes 
dt       dt       dt  dt       dt       dt 

relations  linéaires  qu'entre  x\^  x^^  x'..  et  x^^  x,,^  x-,.  Je  puis  donc, 
dans  l'identité  précédente,  remplacer  les  dérivées  —j  par  les  quan- 
tités x'i  elles-mêmes;  j'obtiens  ainsi 

(9)  ^m'i{x'^y^=^my{x^)^. 

D'autre  part,  comme  par  hypothèse  j'ai  entre  x!,,  ^'g,  x'^  et  iCo, 
X5,  x^  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre  x\^  x\^  x'.^  et  ^i,  ^4, 
X',,,  je  puis  écrire  également 

{(^  bis)  ^     m'^x'.^x'^  =   2,   ni\X\X.2 

et  de  même 

/ _  ni'^x'^x'-;^  =  2,   "^i-^i^3i  ^   m'^x'.-,x'.^  =  \    rnix^x^. 

D'autre  part,  comme  nous  avons  entre  x\,  x'^,  x'^  et  x^,  x.,,,  x-, 
les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre  leurs  dérivées,  nous  aurons 

2.'"'.(^)"=Z'"-('f 

et  de  même 

■V^       ,    /  dx'^  \  -       ■^  /  dx^ 

2.r-^[-dF)  =ZM^ 

lr^[-dr)  -l,"'^{-df)  > 

en  ajoutant  ces  trois  égalités  on  trouve 

v^      ,  /  dx'i  \  2      v^        /  dx,-  \  ' 


(9  ter)    ' 
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OÙ  cette  fois  il  faut  donner  à  l'indice  i  toutes  les  valeurs  possibles. 
Cette  équation  exprime  que  la  force  vive  des  trois  corps  fictifs 
est  égale  à  la  force  vive  des  trois  corps  réels.  On  a  donc 


-  =  .i2-(^T=;2:5 


Ainsi  l'expression  de  l'énergie  cinétique  T  en  fonction  des  m'  et 
des  dérivées  des  x' ,  ou  encore  en  fonction  des  m'  et  des  y' .,  est  la 
même  qu'en  fonction  des  m  et  des  dérivées  des  .a?,  ou  encore  qu'en 
fonction  des  m  et  des  y. 

28.  Ces  relations  (g),  {ç)bis)el  (g  ter)  sont  susceptibles  d'une 
interprétation  géométrique  très  simple. 

Soit  Z  un  axe  quelconque  passant  par  l'origine,  P  et  P'  deux 
plans  rectangulaires  passant  par  l'axe  Z  ;  soient  a,  ^,  y  les  cosinus 
directeurs  du  plan  P;  soient  a',  ^' ,  v'  ceux  du  plan  P'. 

La  distance  du  point  A  (premier  corps  réel)  au  plan  P  sera 

sa  distance  au  plan  P'  sera 

oc'xi  -+■  p'^2-t-  y'^3  ; 
le  carré  de  sa  distance  à  l'axe  Z  sera 

{xcci-^px-i-^  Y ^3)^-1-  (a' 371-1-  ^'xo-+-  y' ■■^3)^5 

et  le  moment  d'inertie  du  système  des  trois  corps  réels  par  rapport 
à  l'axe  Z  sera 

J  =  ^   7n,[(aa?i-t-  ^^2+  Y^3)^-+- (a'a^i -+-  ^'x^-h  y'^s)"]- 

De  même  le  moment  d'inertie  du  système  des  trois  corps  fictifs, 
par  rapport  à  l'axe  Z  sera 

J'  =  ^   m\  [(ixx'y  -+-  ^x'^  -I-  Y^'s)  -^  {^ x\  -\-  '^' x\  -t-  y'^'s)"]- 

En  développant  les  carrés  entre  parenthèses,  on  verrait  que  J 
est  un  polynôme  du  second  degré  en  a,  J^,  y;  a',  [i',  y';  et  qu'il  en 
est  de  même  de  J'. 
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Le  coefficient  de  a^,  égal  à  celui  de  a'^,  est  égal  à 
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dans  J  et  à 


dans  J';  le  coefficient  de  2a[i,  égal  à  celui  de  2 a' [3',  est  égal  à 

^  miXiCC'2 
dans  J  et  à 

V      '    '    ' 

^       7/ 1 1  Ou  1  ce  9 

dans  J'. 

En  résumé,  chaque  coefficient  du  polynôme  J  est  égal  au  second 
membre  de  l'une  des  égalités  (9),  (9  bis\  (9  ter)  et  le  coefficient 
correspondant  du  polynôme  J'  est  égal  au  premier  membre  de 
cette  même  égalité.  Les  deux  polynômes  J  et  J'  sont  donc  iden- 
tiques. 

Donc,  le  moment  d^  inertie  des  trois  corps  fictif  s  par  rapport 
à  an  axe  quelconque  passant  par  V origine  est  égal  à  celui  des 
trois  corps  réels. 

29.  Il  s'agit  donc  de  déterminer  les  relations  linéaires  qui  lient 
^', ,  x'^,  x.  à  ^,,  .^4,  577,  de  façon  à  satisfaire  à  la  condition  (9). 

Le  problème  comporte  évidemment  une  infinité  de  solutions  ; 
voici  celle  qui  est  la  plus  simple  et  la  plus  communément  adoptée. 

Fie.  I. 


Prenons  OA'  égal  et  parallèle  à  CA.  Nous  avons  deux  masses  m, 
et  m-j  placées  respectivement  en  A  et  en  C;  je  représente  en  D  le 
centre  de  gravité  de  ces  deux  masses.  Je  dis  que  nous  pourrons 
remplacer  ces  deux  masses  par  une  masse   m'.=  nif  -+-  ni-,    placée 
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au  point  D  et  par  une  masse  m\  placée  au  point  A'  et  telle  que 

1     _    1  I 

jn\         in^         m-i 

En  effet,  si  je  désigne  par  x\ ,  x'.,,  x'.^  les  coordonnées  du  point  A', 
par  x\^  x\^  x\  celles  du  point  D,  il  est  manifeste  que  x\^  x'.^^  x'.^^ 
de  même  que  x'.^^  x\,  x\^  seront  des  fonctions  linéaires  des  coor- 
données des  points  A  et  C;  et,  d'autre  part,  que  nous  aurons  entre 
x\^  x^  et  X'^  la  même  relation  linéaire  qu'entre  x'.^^  x^  et  ^g  ou 
qu'entre  x'g,  x-i^  et  ^9  et  que  nous  aurons  entre  x^^  x^  et  x-,  la 
même  relation  linéaire  qu'entre  x\^  x^  et  x^  ou  qu'entre  x'^,  x% 
gl  oc (^  • 

Nous  avons,  en  effet, 

x\^^Xx 377,  x\^  X=i 378,  x'.^^=X^ Xoi. 

m 7  x'-^  =zmiXi  -h  n^^ x-i ,       in'.^  x'^  =  rn\X^_-\-  m-i x^ ,       m 7  x'oi  =  miXz-\-m-,X:j. 
[1  reste  à  montrer  que  nous  avons  bien  la  relation  (9),  ou  que 
(10)  m'y  x'^  -H  m'^x'-f'  =  m\x\  -1-  iti-iX^, 

ce  qui  revient  au  même,  car,  comme  nous  n'avons  pas  touché  au 
corps  B,  nous  avons 

/7t'^  =   «14,  X'^  =  Xi,,  x'^  =  a7.5,  .57  g   =  X(,. 

Or  la  relation  (10)  peut  s'écrire 

/n\  (xi  —  x-j  y-  -+- -, =  ntiXi  -+■  /HtXj. 

En  identifiant  les  deux  membres,  je  trouve 

m,  H r  =  mi  ;         —  /n,  h ; —  =  o  ;         ni,  -\ 7-  =  m-,. 

m-,  /w,  m- 


Ces  trois  relations  me  donnent  respectivement 


m]         /Hi  (  /)ù  —  nii  )        /?i]  m-, 
/rt]  —  —,    =  — =  -, — 


,        jiii  ni-j 
m ,  =  ;— 


'  m,  m 


m-,  ( /rt'7  —  in-i)        m\  m-j 
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Elles  me  conduisent  donc  à  la  même  valeur  de  fn^  et  l'on  a  d'ail- 
leurs 

I     _      in\  jn\  -\-  m-i  _     i  i 

m\        mi/n-j  inxin-i  m^        in-j 

La  relation  (lo)  est  donc  établie. 

30.   Nous   venons  de  voir  que  nous  pouvons  remplacer  deux 
masses  m)  et  ryi-j  situées  en  A  et  en  G,  par  deux  masses 

m\  -\-  m-i.         rn,  —  - 


m-, 


situées  en  D,  centre  de  gravité  de  A  et  de  G,  et  en  A'. 
Nous  aurons  donc  remplacé  nos  trois  masses  réelles 

/ni,     7?i^,     m-i 
situées  en 

A,     B,     C 

par  trois  masses  fictives 

in\  ,     fUi,     i?ii  ■+-  m-, 
situées  en 

A',     B,     D. 

Appliquons  une  seconde  fois  la  même  transformation  et  opérons 
sur  les  deux  masses  B  et  D  comme  nous  avions  opéré  sur  les  deux 
masses  A  et  G. 

Menons  donc  OB'  égal  et  parallèle  à  Y)ï^  et  plaçons  au  point  B' 
une  masse  fictive  ni,^  telle  que 

I  I  1  mi-\-  m<^-^  m-i 

Gonsidérons,  d'autre  part,  le  centre  de  gravité  G  des  deux 
masses  B  et  D;  ce  sera  également  le  centre  de  gravite  des  trois 
masses  réelles  A,  B,  G,  et  plaçons  en  G  une  masse  fictive 

Nous  aurons  ainsi  remplacé  les  deux  masses  B  et  D  par  deux  masses 

nouvelles  B'  et  G. 

En  résumé,  nous  avons  successivement  remplacé  les  trois  masses 

réelles 

/«î,     ^4,     in-j         en         A,     B,     G, 
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par  les  trois  masses  fictives 

/n'i,     7?^4,     ini-\-mi         en         A',     B,     D, 

puis  par  les  trois  masses  ficti\^es 

>?r'i,     m\,     in\         en         A',     B',     G. 

Nous  avons  ainsi  défini  un  changement  de  variables  qui  jouit 
de  toutes  les  propriétés  énoncées  dans  les  numéros  précédents. 

Comme  le  centre  de  gravité  est  supposé  fixe,  le  troisième  corps 
fictif  qui  est  en  G  doit  être  regardé  comme  fixe. 

On  n'a  donc  à  s'inquiéter  que  du  mouvement  des  deux  planètes 
fictives  A'  et  B',  de  sorte  que  le  nombre  des  degrés  de  liberté  est 
réduit  à  6. 

Les  équations  du  mouvement  conservent  la  forme  canonique; 
les  intégrales  des  aires  conservent  également  leur  forme. 

L'expression  de  l'énergie  cinétique  T  en  fonction  des  masses  et 
des  vitesses  fictives  est  la  même  qu'en  fonction  des  masses  et  des 
vitesses  réelles. 

Au  contraire,  dans  l'expression  de  l'énergie  potentielle  U,  il 
faut  conserver  les  masses  réelles  et  leurs  distances  réelles.  Mais 
nous  devons  observer  que  U  ne  dépend  que  des  différences  Xi  —  ^7, 
Xi,  —  Xt,  etc.;  donc  U  ne  dépend  que  des  coordonnées  x\,  ..., 
des  deux  premiers  corps  fictifs  A'  et  B',  et  ne  dépend  pas  des 
coordonnées  du  troisième  corps  fictif  G  (que  nous  supposerons 
d'ailleurs  nulles). 

31.  On  peut  exprimer  le  résultat  auquel  nous  venons  de  parvenir 
en  disant  que  la  première  planète  A  est  rapportée  à  des  axes 
mobiles  passant  par  le  corps  central  G,  ou  plus  simplement  au 
corps  G,  et  que  la  seconde  planète  B  est  rapportée  au  point  D, 
centre  de  gravité  de  A  et  de  G. 

Ge  résultat  peut  évidemment  se  généraliser;  soit  un  corps  cen- 
tral G  et  II  planètes  P,,  Po,  .. .,  P„  ;  on  rapportera  P,  à  G;  P2  au 
centre  de  gravité  de  ?<  et  de  G;  P3  au  centre  de  gravité  de  P,, 
de  Po  et  de  G;  et  ainsi  de  suite.  Le  procédé  s'applique  donc  à  un 
nombre  quelconque  de  corps. 

Il  est  clair  qu'au  lieu  de  rapporter  A  à  G  et  B  au  centre  de  gra- 
vité de  A  et  de  G,  nous  aurions  pu  au  contraire  rapporter  B  à  G 
et  A  au  centre  de  gravité  de  B  et  de  G. 
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Dans  ce  qui  va  suivre,  sauf  avis  contraire,  nous  supposerons 
toujours  qu'on  a  adopté  le  changement  de  variables  du  n°  30  et 
non  celui  du  n"  26.  Nous  poserons  souvent 


I  I    \  /    I  I 
-^  I  -4-  nirniL     TT^  — 


d'où 


Us  =  m,  m,  (  _  _  ^  j  +  m,m,  ,^        ^^ 


u  =  U,-+-  Uo+U, 


32.  Cas  où  l'une  des  masses  est  nulle.  —  H  y  a  des  cas  où  l'une 
des  masses  est  assez  petite  pour  que  les  efFets  en  puissent  être 
entièrement  négligés.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  on 
étudie  les  perturbations  d'une  petite  planète  par  Jupiter.  Le  mou- 
vement de  la  petite  planète  est  troublé  par  Jupiter,  mais  celui  de 
Jupiter  n'est  pas  troublé  par  la  petite  planète. 

C'est  ce  qui  arrive  encore  dans  la  théorie  de  la  Lune.  La  masse 
de  la  Lune  est  assez  petite  pour  qu'on  puisse  admettre  que  le 
mouvement  relatif  du  Soleil  par  rapport  au  centre  de  gravité 
Terre-Lune  n'est  pas  altéré  par  l'attraction  de  la  Lune. 

Supposons  donc  que  la  masse  nii,,  par  exemple,  puisse  être 
regardée  comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Nous  aurons 
alors,  à  des  infiniment  petits  près  du  deuxième  ordre, 

niL  (  nii  -H  n^^  ) 

m ,  =  — — -  —  m,, . 

nix  -\-  mi^-\-  m-, 

Donc  m\  sera  un  infiniment  petit  du  premier  ordre  et  il  en  sera 
de  même  de  r, r  r'-i  r.-  et  par  conséquent  de  "^j  "^^  "^  •   Nous 

J  hl   ^  a^   ^  h  1  T  jji^        ,ji^        ,fi^ 

pourrons  poser 


2  \  rn\        711.,        m  3  /  2  \  «14        m~ 


Ti=  -(-^-M--^^--^^  )'  T,=  i(^  +-^  +'^,- 

Q.\rn\        711.,        m-^l  2  \  «14        m.^        7n^^ 

de  sorte  que  T,  et  T2  représentent  respectivement  l'énergie  ciné- 
tique de  la  première  et  de  la  seconde  planète  fictive  et  de  même 

U   =  U,+  l]2  4-U3, 

7ni7n-,  _       r)i\in<^        m-,  tïi,. 
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Nous  voyons  que  T,  et  To  sont  finis,  tandis  que  U,  et  U2+  U3 
sont  du  premier  ordre;  nous  serons  donc  amenés  à  poser 

F  =  *o-H'«4*i;         'l'o^Ti+U,;         m^*!  =  T2-HU,-i- U3. 
Nos  équations  canoniques  peuvent  s'écrire 

•^  dt         dyi  dyi  dt  dxi  dXi 

Pour  la  première  planète  fictive,  c'est-à-dire  pour  ^  =  i ,  2,  ou  3, 
nous  voyons  que   '-—,    est  nul,  puisque  To  ne  dépend  que  de  y',^^ 

,        ,  c/*i  ,  •  1-  d^o      ,   dy'i 

JV55  jKoJ  6t  que  n^■^  -^—r  est  très  petit,  tandis  que  -j-r  et  -j-  sont 

finis  ;  nous  pouvons  donc  négliger  les  termes  en  $,  et  nos  équations 
s'écrivent 

dTj_  _  d^o  dfi  ^  _  d^  _ 

dt       .  dy'i  '  dt  dx'i 

Comme  <ï>o  ne  dépend  que  de  a?',,  x'.,^  ^'^1  y\^  y'-ii  y'-ii  nous  avons 
un  système  complet  d'équations  canoniques  (12)  à  trois  degrés  de 
liberté;  ce  système  définit  le  mouvement  de  la  première  planète 
fictive  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  mouvement  relatif  de  la  pla- 
nète A  par  rapport  au  Soleil  C.  Ce  mouvement  est  donc  le  même 
que  si  la  masse  m^  n'existait  pas  ;  c'est  donc  un  mouvement  ellip- 
tique képlérien. 

Eludions  maintenant  le  mouvement  de  la  seconde  planète  fictive, 
c'est-à-dire  le  mouvement  relatif  de  la  planète  B  par  rapport  au 
centre  de  gravité  du  système  des  deux  corps  A  et  C.  Pour  cela, 
reprenons  les  équations  (11)  et  donnons  à  l'indice  i  les  valeurs  4? 
5,  6.  Comme  <ï>o  ne  dépend  pas  de  ^',,,  ^g,  ^'g,  y',^,  y'~,  y'^,  ces 
équations  se  réduiront  à 

dx'i  '^'^'ï'i  dy'i  d^i 

^'^^  -dï^^^^Wi'        -dT -=-"'' d^i- 

Comme  le  mouvement  de  la  première  planète  fictive  peut  être 
j-egardé  comme  connu,  les  quantités  x\^  a?',,  ^'3,  y\^  y'.,^  y'.^  seront 
des  fonctions  connues  du  temps.  Nous  pourrons  donc  les  remplacer 
dans  <ï>,  et  dans  ses  dérivées  par  leurs  valeurs  en  fonction  du 
temps. 
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JNous  aurons  donc,  pour  définir  le  mouvement  de  la  seconde 
planète  fictive,  un  système  (i3)  d'équations  canoniques  à  trois 
degrés  de  liberté.  Mais  la  fonction  caractéristique  $,  dépendra 
non  seulement  des  inconnues  x,^^  ^l,  x^  ;  y',^^  y'-.^,  y\.^  mais  encore 
du  temps.  Nous  serons  donc  dans  le  cas  du  n"  12. 

Nous  pouvons  écrire  les  équations  (i3)  de  manière  à  mieux 
mettre  en  évidence  l'ordre  de  grandeur  des  différents  termes. 
Posons,  en  effet, 

y':  =  "A  .r\  '      y'o  =  '^'^  .ri  >      ré  =  'K  y\  > 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  m',^^=  m'.^=i  rn'^  et  que  l'on 
peut  supposer  m\^  in^  à  des  infiniment  petits  près  du  deuxième 
ordre  ainsi  c[ue  nous  l'avons  montré  plus  haut, 

y'i=m,,y"i         (t  =  4,5,6). 

Les  y"  seront  finis,  puisque  les  y'  sont  du  premier  ordre;  et  il 
viendra 

et  nos  équations  (i3)  s'écriront 

dx'i  _  «(<ï>i  dy'i  _        d^\ 

dt         dy"i  '  dt  dx'i 

Ici  les  inconnues  x'  et  y"  sont  finies  et  tous  les  termes  de  <ï>,  se 
présentent  sous  forme  finie;  la  masse  ni;,  ne  figure  plus  nulle  part 
dans  les  équations. 

33.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  rapporté  la  petite  planète  B 
au  centre  de  gravité  de  A  et  de  C,  et  la  grosse  planète  A  au 
soleil  C.  Nous  aurions  tout  aussi  bien  pu  faire  le  contraire  et  rap- 
porter la  petite  planète  au  Soleil,  et  la  grosse  planète  au  centre  de 
gravité  du  Soleil  et  de  la  petite  planète.  Nous  n'avons  pour  cela, 
tout  en  conservant  nos  relations,  qu'à  supposer  que  c'est  la 
masse  m,  du  corps  A  qui  est  infiniment  petite. 

La  petite  planète  A  est  alors  rapportée  au  Soleil  C  et  la  grosse 
planète  B  au  centre  de  gravité  D  de  A  et  de  C;  mais,  comme  la 
masse  de  A  est  nulle,  ce  centre  de  gravité  D  coïncide  avec  C,  de 
sorte  que  la  grosse  planète  est  également  rapportée  au  Soleil. 
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On  aura  alors,  aux  infiniment  petits  près  du  premier  ordre, 

mi  (m,  -t-  m-;  )  m,^m-, 

m'.  =  =  7 

mi-\-  m^-h  fn^        m,^-{- m- 

et  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 

,  niini-, 

nii  -i-  m~, 

Nous  conserverons  à  T,  et  à  Ta,  à  U,,  U2  et  U3  la  même  signi- 
fication que  dans  le  numéro  précédent. 

Ici,  To  et  Uo  sont  finis,  T,  et  U<  +  U3  sont  du  premier  ordre  ; 
nous  poserons  donc 

F  =  «ï>o-4- mi*,,         <ï>o=T2+U.2,         mi*i=  Ti+ Ui-l- U3, 

et  nous  retrouverons  les  équations  (i  i),  à  cette  difïerence  près 
que  «?4  y  sera  remplacé  par  m\ . 

Si  nous  étudions  d'abord  le  mouvement  de  la  grosse  planète, 
nous  pourrons  négliger  $,  et  nous  retrouverons  le  système  d'équa- 
tions canoniques  (12),  ce  qui  montre  que  le  mouvement  de  cette 
planète  est  képlérien. 

Si  nous  voulons  étudier  le  mouvement  de  la  petite  planète,  il 
nous  faut,  dans  les  équations  (11),  donner  à  l'indice  i  les  valeurs 
1,  1,  3;  les  dérivées  correspondantes  de  <ï>o  étant  nulles,  nous 
retrouverons  les  équations  canoniques 

Posons  alors,  comme  au  numéro  précédent, 

y'i  ==  tn'if'i  =  m,  j}        (1  =  1,  '2,  3  ), 
il  viendra 


et  nous  retomberons  sur  les  équations  (i4)- 

34.  Nous  avons  vu  au  n"  12  que,  quand  la  fonction  F  dépend 
explicitement  du  temps,  l'intégrale  des  forces  vives  cesse  d'exister. 
Dans  les  équations  (i4)  des  n°'  32  et  33,  la  fonction  caractéris- 
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tique  <I>i  dépend  non  seulement  des  inconnues  x'  et  y\  mais 
encore  du  temps;  l'intégrale  des  forces  vives  <ï>,  =  const.  n'a  donc 
pas  lieu. 

Il  en  est  de  même  des  intégrales  des  aires.  Que  deviennent 
donc  l'intégrale  des  forces  vives  et  celle  des  aires,  qui  sont  vraies 
dans  le  cas  général,  lorsque  l'on  fait  tendre  l'une  des  masses  vers 
zéro  ?  Elles  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu,  mais,  à  la  limite,  ce  sont 
des  relations  entre  les  coordonnées  et  les  composantes  de  la  vi- 
tesse de  la  grosse  planète,  où  les  coordonnées  et  la  vitesse  de  la 
petite  planète  ne  figurent  pas.  Elles  deviennent  donc  illusoires,  en 
ce  qui  concerne  l'étude  du  mouvement  de  cette  petite  planète. 

En  revanche,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n"  12,  nous  pouvons 
faire  subir  aux  équations  (i4)  des  changements  canoniques  de 
variables  sans  en  altérer  la  forme  canonique. 

35.  Problème  restreint.  —  Dans  la  suite,  nous  serons  fréquem- 
ment conduits  à  étudier  de  plus  près  un  cas  particulier  simple. 
Je  suppose  que,  l'une  des  masses  étant  nulle,  le  mouvement  relatif 
de  la  grosse  planète  par  rapport  au  Soleil  soit  un  mouvement 
képlérien;  je  suppose,  de  plus,  que,  l'excentricité  de  cette  ellipse 
képlérienne  étant  nulle,  l'orbite  de  cette  grosse  planète  soit  cir- 
culaire. Alors  la  grosse  planète  et  le  Soleil  décriront  des  circon- 
férences concentriques  autour  de  leur  centre  de  gravité  commun 
et  ces  deux  circonférences  seront  dans  un  même  plan. 

Je  suppose  enfin  que,  la  position  et  la  vitesse  initiale  de  la  petite 
planète  étant  également  dans  ce  même  plan,  cette  petite  planète 
reste  constamment  dans  ce  plan. 

C'est  là  ce  que  l'on  appelle  le  problème  restreint.  On  peut  le 
traiter  soit  par  le  procédé  du  n"  32,  soit  par  celui  du  n"  33.  Dans 
les  deux  cas,  la  grosse  planète  sera  rapportée  au  Soleil,  mais  la 
petite  planète  pourra  être  rapportée,  soit  au  Soleil,  soit  au  centre 
de  gravité  de  la  grosse  planète  et  du  Soleil. 

Nous  avons  vu  au  n"  34  que,  pour  une  petite  planète,  les  inté- 
grales des  forces  vives  et  des  air  es  deviennent  généralement  illu- 
soires. Mais,  dans  le  cas  particulier  du  problème  restreint,  il  J  a 
une  combinaison  de  ces  intégrales  qui  subsiste  et  nous  fournit 
une  intégrale  du  système  (i4)  connue  sous  le  nom  àHntégrale  de 
Jacohi;  c'est  ce  que  nous  verrons  plus  loin. 
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36.    Fonction  perturbatrice.    —   Nous  avons 

lUi  m-        nii^imi  -+-  m-;) 


Ui  +  U, 


AG  BD 

nii,  (  m,  -H  /7i-,  )        nii,  tn-,        m^  ni^ 
BD  BG  ÂB~ 


Nous  supposerons  généralement  que  le  corps  C  est  le  Soleil  et 
que  les  corps  A  et  B  sont  des  planètes.  Il  en  résulte  que  les 
masses  ni^  et  m,,  sont  très  petites  par  rapport  à  m-,  et  peuvent  être 
regardées  comme  du  premier  ordre. 

11  en  résulte  que  le  point  D  est  très  voisin  du  point  G  puisqu'il 
partage  la  distance  AC  en  segments  proportionnels  à  ///,  et  m-,.  La 
distance  CD  peut  donc  être  regardée  comme  du  premier  ordre  et 
il  en  est  de  même  des  diflérences 

BG-BD,  B^-g^- 

Dans  ces  conditions,  U)  H-  Uo  est  de  premier  ordre  puisque  tous 
ses  termes  contiennent  en  facteurs  /?^,  ou  niu.\  et 

^=^  =  "^"'^^(b5-â^)^'"^'"m^bd      bg 

est  du  second  ordre,  puisque  tous  ses  termes  contiennent  en  fac- 
teurs soit  m,  /n^,  soit 

D'autre  part,  m\   et  m\  sont  du  premier  ordre  et  il  en  est  de 

même  des y^-  :=  m'-  —~  puisque,  pour  i^=  i ,  2,3,4,5,6,  la  masse  m\ 

est  infiniment  petite  et  que,  d'ailleurs,  y'^^  y'^,  y[^  sont  nuls. 
11  en  est  donc  encore  de  même  de 

il 
m'i 
et  de 

T  =  T,  -H  T,, 

où  je  conserve  aux  notations  T,  et  T^  le  même  sens  qu'au  n"32. 
Nous  pouvons  alors  poser 
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avec 

Alors  F„  est  du  premier  ordre,  [jlFi  du  second  ordre,  et,  si  u 
désigne  un  coefficient  numérique  très  petit  de  l'ordre  de  m,  et  de 
/?«,,  F,  est  du  même  ordre  cjue  Fq.  Grâce  à  l'introduction  de  ce 
coefficient  [a,  la  grandeur  relative  des  deux  termes  Fo  et  [ji.F<  se 
trouve  mise  en  évidence. 

Le  second  terme  ijiF,  a  reçu  le  nom  de  fonction  pertaz-batrice. 

37.   Etudions  d'abord  le  terme  F,,,  nous  avons 

La  première  parenthèse  ne  dépend  que  de  x\ ,  ic!,,  x'.^,  y\ ,  y!^,  y'.^  ; 
la  seconde  ne  dépend  que  de  x',^^  Xg,  ^[.,  y',,  JK5,  y'^-  Si,  en  pre- 
mière approximation,  nous  négligions  le  terme  très  petit  [jlF,  et 
que  F  se  réduisit  à  Fy,  nous  aurions 

f  =  f;h-f';, 

Fy  et  F'[,  désignant  la  première  et  la  seconde  parenthèse  du  second 
membre  de  (i5),  de  sorte  que 

f;  =  Ti+u„      f;  =  t,+  u,, 

^F'        d¥' 


dx'i         dy\ 

d¥\     ^f; 


(i  =  4,5,  6), 

(f  =  I,  2,  3), 


dx'i         dy'j 
et  nos  équations  canoniques  deviendraient 

-^  fi?^  dy't  dt  dxi  ^  ^     y     h 

(i(i  bis)  -^  =  --— H,  -~  = r-T  (t  =  4,5.G). 

^  ^  dt         dfi  dt  dy'i  ^        ^'         ' 

On  pourrait  alors  considérer  séparément  le  mouvement  de  la 
première  planète  fictive  et  celui  de  la  seconde;  car,  dans  les  équa- 
tions (16)  figurent  seulement  les  coordonnées  et  la  vitesse  de  la 
première  planète  et  dans  les  équations  (i6  bis)  seulement  celles 
de  la  seconde  planète. 


48  CHAPITRE    II. 

Si  nous  examinons  d'abord  les  équations  (i6),  nous  voyons  que 
I  ,  , ,  ,,  ni\  nxi 

Le  mouvement  de  la  première  planète  fictive  sera  donc  le  même 
que  celui  d'une  masse  mobile  m\  attirée  par  une  masse  fixe 

nix  m-, 

; —  =  nxi-r-  m-,. 

m\ 

Ce  sera  donc  un  mouvement  elliptique  conforme  aux  lois  de 
Kepler. 

Si  nous  passons  aux  équations  {iÇ>  bis),  nous  avons 

^^  =  7^y"-^^''-^^^-^- — BD — 

Le  mouvement  de  la  seconde  planète  fictive  est  donc  le  même 
que  celui  d'une  masse  mobile 

m,  = 

nii  -+-  mr,  -+-  m-i 

attirée  par  une  masse  fixe 

niui  ni]  -+-  m-  ) 
ml 

C'est  donc  encore  un  mouvement  képlérien. 

Comme  les  termes  négligés  piF,  sont  très  petits  par  rapport  aux 
termes  conservés  Fq,  l'erreur  commise  n'est  pas  grande.  Les  or- 
bites dilTéreront  donc  peu  des  ellipses  képlériennes;  et  le?,  pertur- 
bations subies  par  ces  orbites  elliptiques  seront  très  petites. 

38.  Etudions  maintenant  la  fonction  perturbatrice  [ji.F,  .  Je  puis 
écrire 

^^^=  (bÏÏ  -  Â^) +'^''^^(â^  -  A^)  -^'^^"^KbÏÏ- B^ 

Le  premier  terme  du  second  membre  a  reçu  ^le  nom  de  partie 
principale  de  la  fonction  perturbatrice;  l'ensemble  des  deux 
derniers  termes  s'appelle  la  partie  complémentaire  de  la  fonc- 
tion perturbatrice. 
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La  partie  principale  peut  s'écrire  ' 


771 1  7?li 


_ v/a7;2  _^_  ^'i  ^  ^'i        y/(a:-^—a7'i)2+(a7'g— 37^)2-1- (a; 


6  "^S/'J 


et  il  est  intéressant  de  voir  comment  on  pourra  passer  de  l'ex- 
pression de  cette  partie  principale  à  celle  de  la  fonction  pertur- 
batrice complète  [i-Fj. 
Supposons  d'abord  que 


AC  =  \/x'^-  -\-  x'^  +  x'^ 

soit  pins  petit  que 

BD  =  \J x'ç  -+-  x'?  -f-  x'^ . 

Dans  ce  cas,  l'expression 

peut  se  développer  suivant  les  puissances  croissantes  de  x\ ,  x'.-,^  x'.^. 
Nous  avons,  en  efFet, 

(A'B')2  =  (BD)2+(AG)2— aAG.BDcosY, 
et,  par  conséquent, 

(17)  ^,  =  [BD  -  AGe'T]-5-[BD  -  AGe-^rfS 

où  V  est  l'angle  de  la  direction  BD  ou  OB'  avec  la  direction  AC 
ou  6 A'. 

Chacun  des  deux  facteurs  du  second  membre  de  (17)  est  déve- 

loppable  suivant  les  puissances  de  ^^  toutes  les  fois  que  cette  quan- 
tité est  plus  petite  que  i .  Il  en  est  donc  de  même  du  premier 
membre  et  je  puis  écrire 


Fb^=2 


,      AG^' 


où  P„  est  une  fonction  de  l'angle  y. 

Il  serait   d'ailleurs  aisé  de  voir  que  le  terme  général  de  cette 

série  P„  T^pr — -  peut  être  mis  sous  la  forme  du  cruotient  de  deux 

polynômes  entiers  en  x\^  x'^,  x'^,  x[,  x'-,  x'^. 

P.  —  I.  4 
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Je  me  bornerai  à  renvoyer,  jDOur  plus  de  détails,  aux  n"^  22,  23, 
24  de  mon  Ouvrage  sur  le  Potentiel  newtonlen  (Paris,  Naud,  1 899) 
et  à  la  page  5o  de  mon  Ouvrage  sur  les  Figures  d' équilibre  d'une 
masse  fluide  (Paris,  Naad,  igoS). 

Je  reviendrai  d'ailleurs  sur  cette  question  dans  un  Chapitre  ulté- 
rieur quand  je  traiterai  en  détail  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice. 

Cela  posé,  le  premier  terme  de  notre  série,  qui  correspond  à 

n  =  o,ne  sera  pas  autre  chose  cpie  ^^y  de  sorte  que  la  partie  prin- 
cipale de  la  fonction  perturbatrice  aura  pour  valeur 

(18)  -"^i"h2j^«BD^ITi' 

où  n  peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives:  1,2,  .... 
Maintenant,  la  fonction  pertui^batrice  complète  pourra  s'écrire 


et  nous  aurons 


BA2=  {x'^~  a.x\y-  +  {x'^^  —  ax'^y-  -^  i^x'^—  "J-x'^-, 

BG2  =  {x', -  ^x',  y-  +  {x'.^ -  [3^', y  4-  «  -^x'^  y, 


ou 


car  on  voit  immédiatement  que  les  projections  du  vecteur  DA 
sur  les  trois  axes  sont  a^-', ,  a^î,,  a^g,  et  que  celles  du  vecteur  DC 
sont  p^', ,  fjx'.-,^  ^^'-i- 

On  voit  que  les  expressions  de  BA  et  de  BC  ne  diffèrent  de  celles 
de  A'B'  que  par  la  substitution  de  a^, ,  .  .  .,  ou  de  ^~ix\^  .  .  .,  à 
x'. 


, ,  .... 
Nous  aurons  donc 


AC»  I         v^  „    ..      AG« 


BA      Zà         "BD«+i'  BG      jU 


^  =  >  3"P, 


BD«+i 


où  n  prend  les  valeurs  o,  i ,  4,  .  .  , . 
Nous  pourrons  donc  écrire 


AG^^ 
BD"+i 
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r^Y:  '^^^  ^B""^  au  premier  terme  de  lu  série  Fq  -g^ 


Mais  :ôn  ^^^  ^ê'^^  ^^  premier  terme  de  lu  série  Pq  -ôtt  et,  d'autre 


part, 

On  a  donc 

Mais,  pour  /i  =  o,  on  a 

a.3'^-f5a«=a-p  =  i         et         ?«  j^T  =  1^  ' 

le  terme  correspondant  est  donc  détruit  par  le  terme  ^^• 

Pour  /?  =  1 ,  on  a  a[îi" —  ^a"=:  o  et  le  terme  correspondant  est 
nul. 

Nous  pouvons  donc  écrire 

OÙ  n  prend  les  valeurs  2,  3,  .  . .,  ou  bien  encore 


[^Fi  =  — /Hi^ 


?ni  ni'Jj  ±  m-  m'I  AC" 


P, 


{jni-\-  m-)  BD"+i 


(on  doit  prendre  le  signe  +  si  /i  est  pair  et  le  signe  —  si  n  est 
impair). 

Ainsi  donc,  quand  on  a  développé  la  partie  principale  de  la 
fonction  perturbatrice  sous  la  forme  (18)  et  que  l'on  veut  obtenir 
sous  la  même  forme  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice 
complète,  il  suffit  de  multiplier  chaque  terme  par  un  facteur 
constant  convenable. 

Ce  facteur  constant 

{iHy-^  m-i)"- 

est  égal  à  1  à  des  quantités  près  de  V ordre  de  m^  pour  n  =  2, 
3,  ...  ;  et  il  est  égal  à  o  pour  /i  :=  i . 

Donc,  à  des  quantités  près  de  V ordre  ni^nif^^  c'est-à-dire  du 
troisième  ordre,  la  fonction  perturbatrice  piF,  sera  égale  à  sa  partie 
principale,  moins  le  premier  terme  du  développement  (18)  de 
cette  partie  principale. 
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Cette  partie  principale  sera  égale  à 

^-BÏÏ^  (n  =  I,2,   ...) 

et  la  partie  complémentaire  à 

(19)  »ii"HPig^^ 

aux  quantités  près  du  troisième  ordre. 

Il  est  d'ailleurs  aisé  de  transformer  cette  expression  (19),  qui 
représente  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  dans  le  déve- 
loppement de 

suivant  les  puissances  de  x[,  x'.^,  x\^. 

Nous  trouvons,  en  effet,  en  négligeant  les  carrés  de  x\^  x[,,  x'.^^ 


ou 


mi  nii. 


I         I  Ou  \  '^  h.     I      «^  o  ^  K     r^  ^  'i  ^  fi     I 


Il   reste   donc,    pour   l'expression    approximative   de   la   partie 
complémentaire. 


TJIJ3     (^I  X,^~{-  X^X^-^r  X^X^). 


39.   On  peut  arriver  au  même  résultat  par  une  voie  moins  dé- 
tournée.  Soit 

1  I   \  /   I  I 

lu.  m-,       -?r-^    —    TT^; 


la  partie  complémentaire    à   étudier.    Comme  -^tôt  —  Tr  ^^^  ^^ 

l'ordre   de  m,,  le  premier  terme  est  de  l'ordre  de  ni^m,,^  c'est- 
à-dire  du  troisième  ordre.  Passons  au  second  terme 


I 

/?i4  m-, 


BD       BG 
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On  a  trouvé 

Développons-^  suivant  les  puissances  de  [3,  ce  qui  est  possible, 

puisque,  ^  étant  très  petit,  [BAC  =  DG  sera  toujours  plus  petit  que 
BD  ;  il  viendra 

Le  troisième  terme  du  second  membre  (et,  a  fortiori,  les  termes 
suivants)  pourra  être  négligé,  car,  multiplié  par  m^m^^  il  devien- 
drait de  l'ordre  de  m4  ^2,  c'est-à-dire  de  l'ordre  de  m,,jn\,  c'est- 
à-dire  du  troisième  ordre.  Il  reste  donc  pour  notre  partie  complé- 
mentaire, toujours  avec^la  même  approximation, 

AG  m,       p     AG 

OU,  en  négligeant  encore  ni/^ni^^ 

T3    AG   _  /;ii  m.4.  ,    ,     ,  II,      I     I  \ 


Cette  démonstration  s'applique  au  cas  où  AC  est  plus  grand 
que  BD,  tandis  cpie,  dans  le  numéro  précédent,  nous  supposions 
AC  plus  petit  que  BD. 

40.  Examinons,  en  particulier,  ce  qui  se  passe  dans  les  cas 
étudiés  aux  n°^  32  et  33,  et  où  l'une  des  niasses  est  nulle.  Sup- 
posons d'abord,  comme  au  n"  33,  /?2,  =  o.  Alors,  les  deux  j)la- 
nètes  sont  rapportées  au  Soleil,  car  les  points  D  et  C  se  con- 
fondent. 

Nous  avons  alors 

et  nous  pouvons  négliger  les  termes  en  m^.  Nous  négligerons  donc 
dans  la  fonction  perturbatrice  les  termes  en  mj^m'l;  nous  avons 
vu  que,  avec  cette  approximation,  la  partie  complémentaire  de  la 
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fonction  perturbatrice  se  réduit  à 

TJT-.3"  (,^1  ^4  ^"  ^2  ^5  "^  ^3^6  )• 

Mais  le  point  D,  étant  très  près  du  point  C,  la  distance  BD  peut 
se  réduire  à  BC  et  A'B'  à  AB  à  des  quantités  près  de  l'ordre 
de  7W|. 

Nous  aurons  donc,  en  négligeant  /«^ 

F  =  (T,  +  T,)-  ^^  + ^ +  ;nwn4  (^^  -  ^j 

~l       RDs   (^1  ^4  +  ^2 -'"s  "•"  "^3 -^e /• 

Dans  les  deux  derniers  termes  avec  la  même  approximation 
BD  peut  être  remplacé  par  BC;  d'où,  en  négligeant  /w,  dans  l'ex- 
pression de  <E>o  et  mf  dans  celle  de  <£>,, 

7??4(7?li-+-  /?Î7) 
fo  =    1-2  ■ 


BC 


T, 


Rappelons  que,  avec  les  notations  du  n"  33, 

41.  Si  l'on  suppose,  au  contraire,  comme  au  n"  32,  ;;^.,,  =  0, 
la  grosse  planète  est  rapportée  au  Soleil  et  la  petite  au  centre  de 
gravité  de  la  grosse  planète  et  du  Soleil.  On  trouve  alors 

T.,  777]  +  777-  /      I  I 

*1=    --- 


BD  '\BD        A'B' 


I 


l_\^      /j L 


"''\A'B'        ABj    '    '"^'VBD        BG 

Dans  le  second  membre  de  cette  expression,  le  troisième  terme 
correspond  à  la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice  et 
les  deux  derniers  termes  à  la  partie  complémentaire. 

11  n'y  a  d'ailleurs  aucune  simplification  particulière. 

42.   Cas  de  la  Lune.  —   Le  cas  de  la  théorie  de  la  Lune  exige 
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un  examen  spécial.  Nous  supposerons  que  le  corps  A  est  la  Lune, 
le  corps  B  le  Soleil,  le  corps  G  la   Terre.   Dans   ces  conditions, 
on  voit  que  AG  est  beaucoup  plus  petit  c[ue  BD. 
Posons  alors 

miin-,  j?ii(mi-{-  771-,) 

v,  =  --^^,        u,-  gj3        , 

U3=  m,m,(gij  -  Xb)  -^  "''"''{^-m}' 

Je  conserve  d'ailleurs  à  T,  et  à  T2  la  même  signification  qu'au 
n"  32,  de  sorte  que 

F  =  Ti+T2+Ui+U2-f-U3. 

Gomparons  l'ordre  de  grandeur  de  ces  différents  termes  ;  U3 
représente  la  fonction  perturbatrice,  et  comme  AG  est  beaucoup 
plus  petit  que  BD,  on  a,  d'après  le  n"  38, 

-,                            V^  771 1  77l''  ±  771-1  '"'/  r^  AG" 

^3  =  — '"4     7.—, ■ ZTT^^n 


A  cause  de  la  petitesse  de  AG,  le  premier  terme 

771^7711-+-  771  i77ll  AC^ 


77lu 


(mi-4-/7î-)2         -BD» 


est  de  beaucoup  le  plus  grand;  et  comme  /?i|  est  notablement  plus 
petit  que  m-,^  il  est  de  l'ordre  de 

AG2 

Au    contraire,    Uo    est    de    l'ordre    de     ^^  '  et  U)    de   l'ordre 

1       771,771-, 

Restent  T,  etTo  ;  nous  savons  que,  dans  le  mouvement  képlérien, 
si  l'excentricité  est  nulle,  l'énergie  cinétique  est  constante  et  égale 
à  la  moitié  de  la  valeur  absolue  de  l'énergie  potentielle. 

Or,  l'orbite  de  la  Terre  par  rapport  au  Soleil,  ou  celle  de  la 
Lune  par  rapport  à  la  Terre,  s'écartent  peu  d'une  ellipse  képlé- 
rienne  très  peu  excentricjue.  Il  en  résulte  que  T,   est  à  peu  j)fès 

égal  a  -^ — -  et  lo  a  — ^-^- 
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Nous  pouvons  donc  diviser  la    fonction    F   en  trois  parties    à 


savoir  : 


i"  To  +  Uo  qui  est  de  l'ordre  de      *     ^; 


7ni  7711 


1°  Ti  +  U,  c[ui  est  de  l'ordre  de  -  ^^    ; 
3°  U3  qui  est  de  l'ordre  de  m^in,,  T>m' 


Nou 


s  avons  a  peu  près 


7?ii         f  AG         I 

77l^        80  BD        4*^*0 


Donc  le  rapport 


et 


— z^  est  de  1  ordre  de  —     =pp-       ou  du  —r-  ■> 

Ti+  Ui  771-1  \BD/  i5o 


U3  1    1,      1       1    '«1  /AG\2 
p—  est  de  1  ordre  de  —  1  -^yt  )    *^"  *^" 


T.2+U2  »<7  \BD/  12000000 

On  voit  C[ue  la  troisième  partie  de  la  fonction  perturbatrice  est 
notablement  plus  petite  que  la  deuxième  et  tout  à  fait  négligeable 
devant  la  première. 

Nous  pouvons  donc  poser 

avec 

Pour  le  calcul  de  x\^  ^j,  x\  nous  avons  les  équations  cano- 
niques 

dx'i  c?F  c^<ï>o  d^\ 

dt  dyt  dyi  dyt 

dy'i  _        d^  _       <^*o  <^*i 

dt  dx'i  (l^'i  dx'i 

(i  =  4,  5,  6). 

J'observe  que  Oi  ne  dépend  pas  de  JK45  JK'57  y\  variables  qui  ne 
figurent  que  dans  To  ;  quant  à  x',^^  x\^  x'^,  ces  variables  ne  figurent 
ni  dans  T,,  ni   dans  U(,  mais  seulement  dans  U3  ;  nos  équations 


dx'i        d^Q 

dy'i 

d^o        dUs 

dt   ~  dy'i  ' 

dt 

dx'i        dx'i 
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deviennent  donc 

et  comme  U3  est  négligeable  devant  Oq 

dyj^  ^  _  ^^ . 
dt  dx'i 

Le  mouvement  relatif  du  Soleil  par  rapport  au  centre  de  gravité 
du  système  Terre-Lune  est  donc  le  même  que  si  la  fonction  F  se 
réduisait  à  O07  c'est-à-dire  que  si  les  masses  de  la  Terre  et  de  la 
Lune  étaient  concentrées  en  leur  centre  de  gravité  commun.  Cest 
donc  un  mouvement  képlérien  (bien  entendu,  si  l'on  ne  considère 
que  les  actions  mutuelles  du  Soleil,  delà  Terre  et  de  la  Lune,  et 
cjue  l'on  néglige  les  effets  de  l'attraction  des  planètes). 

Pour  le  calcul  de  x\^  x'^^  x'^^  nous  nous  servirons  des  équations 
canoniques,  en  y  faisant  «  =  i ,  2,3;  mais  comme  x\^  x'^,  x\  ;  y\^ 
y 21  y 3  ^^^  figurent  pas  dans  $0  ces  équations  se  réduiront  à 

dx'i  d<Pi  dy'i  d^i 

^'^^''^  -^  =  "^V7^r      -dr=-'"^d7i- 

La  fonction  <ï>,  dépend,  comme  aux  n"^  33  et  40,  non  seulement 
des  inconnues  x\ ,  ^',,  x'^  ;  y\ ,  y'^^  y'^^  mais  encore  du  temps  t  ;  car 
elle  dépend  àe  x\^  ^'g,  x'^  qui  peuvent  être  regardées  comme  des 
fonctions  connues  du  temps,  définies  par  les  équations  (20). 

La  fonction  /?z,<l>,  se  compose  elle-même  de  deux  parties 
T^  -\-  U)  et  U3  ;  la  seconde  est,  nous  l'avons  vu,  beaucoup  plus 
petite  que  la  première  et  pourra  jouer  le  rôle  de  fonction  pertur- 
batrice. Mais  la  petitesse  de  cette  fonction  perturbatrice  n'est  pas 
due  ici  aux  mêmes  circonstances  que  dans  le  cas  des  perturbations 
des  planètes. 

La  masse  perturbatrice  m,,  est  celle  du  Soleil  qui,  loin  d'être 
très  petite,  est  au  contraire  très  grande.  Mais  le  rapport  que  l'on 
doit  envisager  est 

AC 
qui  est  très  petit,  parce  que  -^=-  est  petit. 
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T  •  1     AG  A  ,  ,  1     ^ 

La  petitesse  de  -^  entraîne  encore  une  autre  conséquence,  c  est 

cju'on  aura  avantage  à  développer  la  fonction  perturbatrice  sous  la 
forme  (i8)  comme  au  n"  38. 

Une  autre  remarque  :  aux  n°^  30  et  40,  nous  avons  dit  que  quand 
la  masse  mi  est  infiniment  petite,  on  peut  rapporter  les  corps  A  et 
B  à  C,  parce  que  le  point  D  se  confond  avec  le  point  C.  Ici  la 
masse  nit  est  assez  petite  pour  ne  pas  inflvier  sur  le  mouvement  du 
Soleil  par  rapport  au  point  D,  ainsi  qu'il  arrivait  aux  n"^  33  et  40, 
mais  la  masse  mi  n'est  pas  assez  petite  par  rapport  à  m 7  pour  que 
les  points  G  et  D  puissent  être  regardés  comme  confondus. 

4-3.  Cas  de  la  transformation  du  n"  26.  —  Tout  ce  que  nous  venons 
de  dire  suppose  que  l'on  a  adopté  le  changement  de  variables  du 
n"  30  qui  est  celui  que  nous  adopterons  d'ordinaii^e.  Qu'arrive- 
rait-il si  l'on  adoptait  un  autre  changement  de  variables,  par 
exemple  celui  du  n"  26  ? 

Au  n"  26,  nous  avons  posé 

INous  avons  ainsi  défini  un  changement  de  variables  qui  n'altère 
ni  la  forme  canonique  des  équations,  ni  la  forme  des  intégrales 
des  aires. 

Mais,  contrairement  à  ce  qui  se  passe  pour  la  transformation  du 
\\°  30,  l'expression  de  l'énergie  cinétique  en  fonction  des  y'  n'a 
pas  la  même  forme  que  son  expression  en  fonction  desjK- 

Nous  avons  en  effet,  en  tenant  compte  de  la  condition  ^'^  =:  o, 


y^-  ,  2jK,r4 


yi_^yi 

nii        ni:. 

m-, 

ce  qui  peut  s'écrire 

V'2 

7?lj 

en  posant 

Itt       — 

/«i  m 

'"1  — 

m  1  +  /; 

JNous  aurons  donc 

■1,^  m; 
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Ti=r4T(rf  +7?     +7?). 


T3  =  ;;^_  ( jr'i  y\  +  JKo  73  +  fi  76  ) • 

Nous  aurons  clone 

nii  m-,         m-^  tn-,         jn^  ni,. 


F  =  T1  +  T2  +  T3 


AG  BG  AB 


et  cette  fonction  F  peut  être  considérée  comme  formée  de  quatre 
parties  : 

i"  T, -—^  cjui   sert  à  définir  l'ellipse  képlérienne  dont   le 

point  A  s'écarte  très  peu  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport 
au  point  C  ; 

2"  To ^p-^  qui   sert  à  définir  l'ellipse  képlérienne  dont  le 

point  B  s'écarte  très  peu  dans  son  mouvement  relatif  par  rapport 
au  point  C; 

3" Tr^  >  c'est  la  portion  principale  de  la  fonction  pertur- 
batrice qui  a  pour  exj)ression 


m  1 7n4 


s/{x\  —  x\  y-  -+-  {x'^  —  x'^  y-  +  (a7'3  —  x',  f  ' 


4"  Et  enfin  T3  qui  représente  la  partie  complémentaire  de  la 
fonction  perturbatrice. 

4fâ,  Méthode  usuelle.  —  Les  astronomes  se  servent  encore  d'une 
autre  transformation. 
Posons 

Les  deux  planètes  A  et  B  seront  ainsi  rapportées  l'une  et  l'autre 
au  Soleil  C. 

Nous  poserons  d'ailleurs 


7/ 


dx' 
~dt 
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Il  est  aisé  de  voir  alors  que  nos  équations  deviennent 
/   dx'i  _  dV  dv'i  _       dW  _ 

(il)  I  J'i  J  ^ 

^^'i  _  ^^F"  dy'i  __d^  /  •  _  .    r    ftN 

où  l'on  a 

On  voit  que  les  équations  (21)  ne  sont  pas  canoniques  puisque 
dans  certaines  d'entre  elles  figure  la  fonction  F'  et  dans  les  autres 
une  autre  fonction  F". 

Les  fonctions  F'  et  F"  se  composent  de  quatre  parties  : 

1°  La  partie 

qui  définit  l'ellipse  képlérienne  dont  A  s'écarte  peu  dans  son  mou- 
vement relatif  par  rapjoort  à  G; 
2°  La  partie 

qui  définit  l'ellipse  képlérienne  dont  le  point  B  s'écarte  peu  dans 
son  mouvement  relatif  par  rapport  à  C; 

3°  La  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice 

4°  La  partie  complémentaire  de  la  fonction  perturbatrice  qui  est 

Y>ÇZ     1^1  ^^4  "^~  ^^2  ^5  "^  "^3  "^6  J) 

dans  F'  et 


dans  F". 
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Les  équations  (21)  s'obtiennent  très  aisément  et  je  me  bornerai 
à  renvoyer  au  Chapitre  III  du  P'"  Volume  de  la  Mécanique  céleste 
de  Tisserand. 

Ce  changement  de  variables  présente  de  graves  inconvénients. 
Non  seulement  il  altère  la  forme  canonique  des  équations,  mais  il 
ne  conserve  pas  la  forme  des  intégrales  des  aires. 

Aussi  n'en  ferai-je  aucun  usage.  C'est  pour  cette  raison  que  je 
me  borne  à  renvoyer  le  lecteur  à  l'Ouvrage  de  Tisserand. 


CHAPITRE  III. 

LE  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


45.  Le  problème  des  deux  corps.  —  Considérons  deux  corps  A 
et  C,  le  j)remier  mobile  de  masse  /n,  le  second  fixe  de  masse  M,  et 
étudions  le  mouvement  du  premier  sous  l'influence  de  l'attraction 
newtonienne  exercée  sur  lui  par  le  corps  lîxe. 

Nous  prendrons  le  point  C  pour  origine  et  nous  désignerons  par 
.r,,  ^2,  x-i  les  coordonnées  du  corps  A  et  par  y,,  y-i^y-i  les  com- 
posantes de  sa  quantité  de  mouvement. 

Le  mouvement  de  ce  corps  dépend  des  équations  canonic[ues 

(0 
où 

1  Z  lit 

(  "=-AC 

46.  Supposons  maintenant  deux  corps  A  et  C  de  masses  m^  et 
7?i7,  mobiles  tous  les  deux  et  s'attirant  mutuellement,  d'après  la 
loi  de  Newton. 

Nous  représenterons,  comme  au  Chapitre  II,  les  coordonnées 
du  point  A  par  ^i,  ^o,  x^^  celles  du  point  C  par  x-,^  x^^  ^.j  et  les 
composantes  des  quantités  de  mouvement  de  ces  deux  corps  par 
la  lettre jK  affectée  des  mêmes  indices. 

Nous  appliquerons  le  changement  de  variables  du  n°  29  ;  nous 
poserons  donc 

x\  =  Xi  — x-j,  m'-,  xl  =  DiiXi  -+-  ni-i  x^, 

in\  =  >  m-,  —  nii-h/n-, 


dxi         dF 

dt    ~   dyt' 

dji            dF 
dt              dxi 

T+U;         T  = 

^  .m^y'^^y" 

IJ  -- 

m  M 
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de  telle  façon  que  ^'^ ,  x^^  x'^  soient  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  D  des  deux  corps  A  et  C,  et  que  x\^  x'^,  x'.^  soient  les  pro- 
jections du  vecteur  CA  sur  les  trois  axes. 

Nous  savons  que  l'on  peut,  sans  restreindre  la  généralité,  sup- 
poser le  centre  de  gravité  fixe,  supposer,  par  conséquent  : 

X 1  =  X^  =  ^9^^  Oj 

de  sorte  que  le  nombre  des  degrés  de  liberté  est  réduit  à  3. 

Dans  ces  conditions,  les  équations  du  mouvement  restent  cano- 
niques et  s'écrivent 

,  .  dx'f         d¥  dv'i  d¥ 

(\  bis)  — -i-  =  _— ,         -4^= r-r 

dt         dyi  dt  dXi 


(•2  his) 


T  =  -^(7r+7?+j'?), 


u  = 


Si  nous  comparons  les  équations  (i  bis^  et  (2  his)  aux  équa- 
tions (i)  et  (2),  nous  verrons  que  le  mouvement  relatif  du  corps  A 
par  rapport  au  corps  C  est  le  même  que  celui  d'une  masse  mo- 
bile 

m,  = 

attirée  par  une  masse  fixe 

in\  7n-i 
—  =  im  -h  m-, . 

Nous  verrons  bientôt  qu'une  masse  mobile  attirée  par  une 
masse  fixe  décrit  une  ellipse  dont  la  masse  fixe  occupe  un  des 
foyers.  La  trajectoire  du  point  A,  dans  son  mouvement  relatif 
par  rapport  au  point  C,  sera  donc  aussi  une  ellipse,  ayant  pour 
foyer  C. 

Comme  les  segments  AD,  DC  et  AC  sont  dans  un  rapport  con- 
stant et  que  le  point  D  est  supposé  fixe,  nous  voyons  que  les 
points  A  et  C,  dans  leur  mouvement  absolu^  décrivent  deux 
ellipses  homothétiques  ayant  pour  foyer  commun  le  point  D. 

47.  Emploi  de  la  Méthode  de  Jacobi.    —  Nous  sommes   donc 
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ramenés  à  étudier  le  mouvement  d'un  corps  mobile  attiré  par  un 
point  fixe.  Ce  problème  peut  être  résolu  de  bien  des  manières  ; 
mais,  en  vue  des  applications  qui  vont  suivre,  il  est  nécessaire  que 
nous  le  résolvions  par  une  méthode  particulière  :  par  la  méthode 
de  Jacobi,  exposée  au  n°  10. 
Comme  nous  avons 

i  .        ex  mM 

l'équation  de  Jacobi  s'écrit 


^    '      -2  m  y\dxi)         \dx^j         \dxs/    J 


y  Co  1  — r~  «^  9     r~CC  ■> 


=  const. 


Que  devient  cette  équation  quand  on  adopte  de  nouvelles  coor- 
données, soit  rectangulaires,  soit  quelconques.  C'est  ce  que  nous 
apprend  l'analjse  du  n"  11. 

On  obtiendra  l'équation  (3)  transformée  en  faisant  le  change- 
ment de  variables  de  Hamilton  du  n'^  8  et  en   remj)laçant  p^  par 

-7—  clans  la  nouvelle  expression  de  F. 

dçi  ^ 

Si  l'on  adopte  d'abord  de  nouvelles  coordonnées  rectangu- 
laires x\,  x\^  x\^  on  aura  (si  l'origine  reste  au  point  C) 

_  m  \ [dx'i\^-      / dx'.-^V^      I dx\ 


[( 


dt  j        \  dt  )        \  dt 
j\  v_j  — •  OC  4  ""  ~T~  OC  2"    \  oc  o  ^ 

et  la  dérivée  de  T,  par  rapport  à  — ^»  sera 

dx'i 
On  aura 

I      .      ,»  ,n  ,„  '«M 

de  sorte  que  la  nouvelle  équation  de  Jacobi  sera  encore 

im  Wdx\l        \dx.^]        \dx.J   J       ^x'^^ -^x'^ -^x'.^ 

La  forme  de  l'équation  de  Jacobi  ne  change  donc  pas  quand  on 
change  de  coordonnées  rectangulaires  ou,  en  d'autres  termes,  la 
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fonction  S  satisfait  aune  équation  aux  dérivées  partielles  dont 
la  forme  est  indépendante  du  choix  des  axes,  pourvu  que  l'ori- 
gine reste  au  point  C. 

Passons  maintenant  aux  coordonnées  polaires  en  posant 

Xi  =  r  sin  Ç  coso, 
Xi  =  /'  sin^  sincp, 
œ^=^  r  cosÇ. 

Si  l'on  se  rappelle  l'expression  de  la  vitesse  en  coordonnées  po- 
laires, on  voit  que  l'on  a 

de  sorte  que  les  dérivées  de  T  par  rapport  à 

dr        dX,        do 
dt        dt        dt 
sont  respectivement 

r,  dr  „  ^dX,  ,  9    -,  y  do 

R  =  m  -T- ,  Z  =  mr^'  ~ -,  ^  —  mr^-  sm^  ç  ^  , 

dt  dt  dt 

et  que  l'on  a 

2  m  L  r'-        >'^  sin^ç  J 

et 

^  I     fn.  Z2  4>-2      1        niM 

•1  m  L  ''^         /'^  sin^î;  J  /• 

L'équation  transformée  de  Jacobi  s'écrit  donc 

L'équation  (4)  est  d'ailleurs  indépendante  du  choix  des  axes. 

48,  Il  s'agit  de  trouver  une  intégrale  de  l'équation  (4)   dépen- 
dant de  trois  constantes  arbitraires. 

Cherchons  donc  à  y  satisfaire  en  posant 

S  =  Si+G!; 

et  en  désignant  par j— -  la  constante  du  second  membre. 

P.  —  I.  5 


66  CHAPITRE    III. 

Dans  cette  expression,  S|  désigne  une  fonction  de  /•  seulement 
et  G  repi'ésente  une  constante. 
Nous  aurons  alors 

dS        dSi  dS        p  dS 

17-  ^  'dJ^'  d^  ^      '  d^^^' 

et  l'équation  (4)  deviendra 

i 
2  m 

d'où 

d'où 

(5)  S 


[( 

d/ 

f 

0'^ 

m»  M  2 

dr 

m*M2 
L2      ^ 

_ 

'2  m  2  M 

G  2 

wiM2         . 

L2 


49.  La  solution  que  nous  venons  de  trouver  ne  nous  suffît 
pas  encore,  puisqu'elle  ne  contient  que  deux  constantes  arbi- 
traires L  et  G.  Mais  il  est  aisé  de  la  généraliser;  nous  avons  vu,  en 
effet,  que  la  forme  de  l'équation  (4)  est  indépendante  du  choix 
des  axes;  or  'C,  représente  l'axe  du  vecteur  AG  avec  l'axe  des  x^. 
Nous  aurons  donc  une  nouvelle  solution  en  prenant 

S=  Si+GÇ, 

la  lettre  ^  désignant  cette  fois  l'angle  du  vecteur  AG  avec  une 
droite  A  quelconque  passant  par  l'origine.  Gette  droite  A,  en  efïet, 
aui^ait  pu  être  choisie  pour  axe  des  .273  sans  que  la  forme  de  l'équa- 
tion (4)  en  eût  été  changée. 

La  nouvelle  solution  contient  celte  fois  4  constantes  arbitraires, 
puisqu'il  faut  2  constantes  pour  définir  la  direction  d'une  droite 
passant  par  l'origine , 

Une  de  ces  constantes  est  superflue,  nous  assujettirons  donc  la 

droite  A  à  rester  dans  le  plan   des  ^1,  iPo  et  nous  appellerons  9 

l'angle  de  cette  droite  A  avec  l'axe  des  Xf.  Nous  avons  alors  trois 

constantes 

L,     G,     0. 

50.  Nous  n'avons  qu'à  appliquer  la  règle  du  n"  10  ;  nous  pose- 
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rons 

dS   _  dS  dS  _  dS 

d^i^^''  dh^     '  dG^  ^'  ^"'~®' 

et  alors  /,  g^  0  seront  des  constantes  ou  des  fonctions  linéaires  du 
temps;  L,  G,  9  seront  des  constantes.  On  aura 

dl^_d^  dg_d\  d{  —  Q)_d^ 

dt  ~  dL'  lu  ~  Jg'  di       ~  d%' 

où  <b  désigne  le  second  membre  de  l'équation  (4)  5  on  a  donc 


^  = 


iV' 


Nous  aurons  donc 


dl       /?i3M2  ds-  de 


O,  —r-    =     O. 


dt  L3  dt  '  dt 


Donc  /  est   une  fonction   linéaire    du   temps,  ^  et  6  sont  des 
constantes.  Nous  poserons,  d'ailleurs. 


dl 
dt 


51.  Quelle  est  la  signification  de  toutes  ces  formules  ? 
Le  radical 


V' 


devant  toujours  être  réel,  le  rayon  vecteur  /•  ne  pourra  varier 
qu'entre  certaines  limites.  Son  maximum  s'appellera  la  distance 
aphélie  et  son  minimum  la  distance  périhélie  ;  la  moyenne  arith- 
métique sera  la  distance  moyenne  et  sera  désignée  para,  tandis 
que  les  distances  aphélie  et  périhélie  seront  respectivement  dési- 
gnées par 

a  (  I  -+-  e),     a  (  i  —  e). 

On  obtiendra   ce  maximum  et  ce  minimum    pour  lesquels  le 
radical  cesse  d'êti^e  réel,  en  égalant  ce  radical  à  zéro,  ce  qui  donne 

m'*  M2  r"-  —  1  m2  ML^  /•  +  G^  L^  =  o. 
La  somme  des  racines  devant  être  égale  à  aa,  on  a 
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d'où  _ 

Le  produit  des  racines  doit  être  a-  (i  —  e-)  ;  on  a  donc 

G2       =  m^-Ma(i  —  e'-), 


il  vient  d'ailleurs 


G         =  m  /m  v/«(i  — e-); 


dl  _      _  r7i^  M  2  __  y/M 


Jusqu'ici  nous  n'avons  pas  choisi  la  limite  inférieure  de  l'in- 
tégrale (5),  de  sorte  que  la  fonction  S,  n'est  déterminée  qu'à  une 
constante  près;  nous  choisirons  pour  limite  inférieure  la  distance 
périhélie  «  (i  —  e),  de  sorte  que  nous  aurons 

(6)  Si  =    r  S'i  dr, 

en  désignant  par  S',  notre  radical. 

52.  Formules  du  mouvement  képlérien.  —  Examinons  l'équa- 
tion 

Je  remarque  d'abord  que  S,  ne  dépend  pas  de  B,  c'est-à-dire  de 
l'orientation  de  la  droite  A.  Nous  aurons  donc 

dS  _     d^ 
dQ  ~      d^' 

Considérons  une  sphère  de  rayon  i  ayant  pour  centre  l'origine; 
l'axe  des  Xi  viendra  percer  cette  sphère  en  un  jîointA,  le  plan  des 
jv,x-2  suivant  un  grand  cercle  ABC.  La  droite  fixe  A,  qui  est  dans 
le  plan  des  j?)  ^o?  percera  la  sphère  en  B  ;  le  rayon  vecteur  cjui  va 
de  l'origine  à  la  masse  mobile  percera  la  sphère  en  D. 

Le  plan  de  A  et  du  rayon  vecteur  coupera  la  sphère  suivant  un 
grand  cercle  BD  qui  coupera  le  grand  cercle  BG  sous  un  angle  que 
j'appelle  L 
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L'arc  AB  mesure  l'angle  0  et  l'arc  BD  mesure  l'angle  ^.  Suppo- 
sons que  l'on  donne  à  0  un  accroissement  d^,  la  droite  A  restant 
dans  le  plan  des  ^4  a?2  viendra  percer  la  sphère  en  un  point  B' 
infiniment  voisin  de  B,  et  l'on  aura 

et,  par  conséquent,  BB'=  ûfQ.  Je  mène  un  petit  arc  de  cercle  B'P 


perpendiculaire  au  grand  cercle  BD;  nous  savons  que  B'D  est  égal 
à  sa  projection  PD  à  des  infiniment  petits  près  du  second  ordre.  On 
aura  donc 

BP=  — rfÇ. 

Dans  le  petit  triangle  BDP'  on  a 

BP  =  BB'cosf, 


et,  par  conséquent, 
et  enfin 


0  =  G  cosi. 


Comme  0  et  G  sont  des  constantes,  cette  équation  nous  montre 
qii'il  en  est  de  même  de  i. 

Ainsi  le  plan  BD  passe  par  la  droite y^-re  A  située  dans  le  plan 
des  Xi  Xo,  et  son  inclinaison  i  sur  ce  plan  des  x,  x-2  est  constante. 
Ce  plan  BD  est  donc  fixe. 

Notre  rayon  vecteur  restera  donc  constamment  dans  un  plan 
fixe,  ce  qui  veut  dire  que  V orbite  de  la  masse  mobile  est  plane 

Alors  9  représente  la  longitude  du  nœud  du  plan  de  l'orbite  et 
f  s o n  in c lin aison. 
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53.  Passons  à  réquation 

dS  _ 
~dL  ~ 

Le  terme  GÇ  ne  dépendant  pas  de  L,  on  aura 

_  f^i 
dh 


et  nous  pourrons  calculer  le  second  membre  en  partant  de  l'inté- 
grale (5)  et  en  difFérentiant  sous  le  signe  /  . 


On  trouve  ainsi 

7?i'*  M-  d/' 


r  m'*  M 2  rf/- 

J  ~TX"W, 


les,  limites  d'intégration  étant  les  mêmes   que   celles    de   l'inté- 
grale (6). 

Nous  avons  à  calculer  une  intégrale  dépendant  d'un  radical  du 
second  degré;  l'intégration  peut  se  faire  en  ramenant  aux  fonctions 
circulaires  ;  povir  cela  il  convient  de  poser 

r  =  cf  (i  —  e  cosu). 

De  cette  façon,  comme  cosm  variera  entre  —  i  et  -|-  i,  r  variera 
comme  il  convient  entre  la  distance  périhélie  a  (i  —  e)  et  la  dis- 
tance aphélie  a  (i  -f-  e).  La  distance  périhélie  sera  atteinte  quand  u 
sera  un  multiple  de  2-  et  la  distance  aphélie  quand  u  sera  un 
multiple  de  tt. 

L'angle  auxiliaire  u,  ainsi  introduit,  a  reçu  le  nom  à^ anomalie 
excentrique. 

Nous  aurons 

m'*  M- 

S',2r5=_G2H-2m'!M/- 


Le  second  membre  est  un  polynôme  de  second  degré  en  cos«, 
qui  s'annule  pour  les  distances  aphélie  et  périhélie,  c'est-à-dire 
quand  u  est  multiple  de  7t. 

Ce  poljnome  est  donc  proportionnel  à  sin-  u. 

Pour  avoir  le  coefficient,  je  ferai  co%ii  =  -(-ce,  en  donnant  ainsi 
à  u  une  valeur  imaginaire.  Dans  ces  conditions^  nous  aurons  sen- 
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siblement 

/'  =  —  ae  cos  î<,         s\n-  m  =  —  cos^  u^ 

Sf  7-2  = ^-^ —  /■-  =  —  tn*m^       ^    cosu  =  —  jn^M.  ae^  cos-  u. 

On  a  donc,  pour  toutes  valeurs  de  /', 

S'i"  1-'  =  7?i-  M  ae2  gin2  «  =  L2  g2  ç,\x\ï  h^ 
d'où 

1  —  C  "'^'*  ^  '^  ''  '^^''  _  r   ''  '^'' 

Or 

r  =  a  (i  —  e  cos  u),         clr  =  ae  sin  11  du. 

Il  reste  donc 

'     (i  —  e  cosu)  du. 

0 

La  limite  inférieure  d'intégration  doit  être,  comme  pour  l'inté- 
grale (6),  celle  qui  correspond  à  la  distance  périhélie,  c'est-à-dire 
u  =  o.  On  a  donc 

(7)  l  =  u  —  e  s'inu. 

C'est  Véquatioii  de  Kepler. 

Cette  équation  nous  apprend  d'abord  comment  varie  le  rayon 
vecteur  en  fonction  du  temps.  Nous  avons,  en  effet,  une  relation 
entre  r  et  u  et  nous  savons  que  /  est  une  fonction  linéaire  du 
temps. 

Elle  nous  montre  ensuite  que  les  distances  aphélie  et  périhélie 
peuvent  être  effectivement  atteintes.  Nous  ne  le  savions  pas  encore, 
nous  savions  seulement  qu'elles  ne  pouvaient  être  dépassées. 

Mais  l'équation  (^7)  nous  montre  que  l'anomalie  excentrique  u 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  réelles  possibles  et,  en  particulier, 
les  valeurs  qui  correspondent  aux  distances  périhélie  et  aphélie. 
En  effet,  à  chaque  valeur  réelle  de  i^  correspondra  une  valeur  réelle 
de  /  et,  par  conséquent,  une  valeur  réelle  de  temps,  puisque  /  est 
une  fonction  linéaire  du  temps. 

L'angle  /  a  reçu  le  nom  di  anomalie  moyenne. 

En  effet,  il  varie  proportionnellement  au  temps,  et  il  devient 
égal  à  l'anomalie  excentrique  toutes  les  fois  que  sin  m  s'annule, 
c'est-à-dire  à  tous  les  périhélies  et  à  tous  les  aphélies. 
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54.  Passons  maintenant  à  l'équation 


dG 
ce  qui  peut  s'écrire 


dS  _ 


^=dG-^^- 


Or,  l'on  a,  par  différentiation,  sous  le  signe    / 


il 

dSi         f  —  G  dr 

dG 


I^-'^JsT 


Nous  allons  encore  passer  aux  fonctions  cir    i  aires,  mais,  comme 
nous  avons  maintenant  pour  variable  ->  nou.  poserons 


1        I  4-  e  cosp 


/'        a  (i  —  e^) 

de  sorte  que  cosc  variant  de  — i  à  +i,  /■  varie  de  a(i  —  e)  à 
rt(i  +  e). 

Le  carré  de  S'^  est  un  polynôme  du  second  degré  en  -   et,    par 

conséquent,  en  cost';  et,  comme  il  s'annule  aux  distances  péri- 
hélie et  aphélie,  c'est-à-dire  quand  ç  est  multiple  de  -,  il  sera  pro- 
portionnel à  sin-r. 

Pour  avoir  le  facteur  de  proportionnalité,  je  ferai  cosp  =  +  oc  , 
d'où  sensiblement 

I  e  cosp  771'  Me  cosc 


/■        a{i—e'-)  G2 

G2  «il  M2  e2  cos2  (' 


sin-'^'  =  —  cos^t^; 


S' 2 


G2 


On  a  donc  pour  toutes  les  valeurs  de  v 


Oi 


r7i'*M^dv    .   ,             ^,        7?i2Mesinr 
Si'  =  Qi ^'"  ^''         ^1  ""  G 


I        —  e  ?,inv  dv       —  m'^  M  e  sin  ç  dv  _        S'j  dv 


}•         a{i  —  62  )  G^ 

et 


dG  -        ■   ^^- 


/' 
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L'intégrale  doit  avoir  même  limite  inférieure  que  l'intégrale  (6), 
c'est-à-dire  celle  qui  correspond  à  la  distance  périhélie,  c'est- 
à-dire  ç  =  o.  On  a  donc 

d'où  finalement 

('  =  ?  —  ^• 

Revenons  à  la  figure  et  prenons  sur  le  grand  cercle  BD,  qui 
est  fixe,  un  arc  BE  égal  à  g.  Comme  g  est  une  constante,  le 
point  E  est  fixe,  ainsi  que  le  vecteur  OE,  qui  joint  ce  point  à 
l'origine. 

Alors  p  représentera  l'arc  ED,  ou  l'angle  du  rayon  vecteur  fixe 
OE,  avec  le  rayon  vecteur  OD  qui  va  à  la  planète.  Donc  r  et  r 
seront  les  coordonnées  polaires  de  la  planète  dans  le  plan  OBD, 
si  l'on  prend  pour  pôle  le  point  O  et  pour  axe  polaire  la  droite  OE. 
Donc  l'équation 

(8)  ,.  =  <i(U^il) 

i  -\-  e  cosc 

sera    l'équation   de    l'orbite  en   coordonnées    polaires;    or,    c'est 
l'équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  foyer. 

Vorbite  est  donc  elliptique. 

L'angle  v  a  reçu  le  nom  à^ anomalie  vraie.  Il  est  égal  à  un 
multiple  de  2  71  au  périhélie  et  à  un  multiple  impair  de  t:  à 
l'aphélie. 


L'angle 


-hÇ  =  %-^  g^v_ 


a  reçu  le  nom  de  longitude  dans  Vorbite.  Au  moment  du  péri- 
hélie, on  a  p  =  o,  la  planète  est  sur  le  vecteur  OE  et  sa  longitude 
dans  l'orbite  est  B  -|-  g. 

Cet  angle  9  +  g-,  qui  est  constant,  a  reçu  le  nom  de  longitude 
du  périhélie. 

55.  De  l'équation  (8)  nous  déduisons 

er  cos  (^  =  «(1  —  e^-)  —  r  =  a{\  —  e-)  —  a{\  —  e  cos  u  ), 

d'où 

/' cosf  =  a(cosM  —  e) 
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et 


/■  sinp  =  a  /  (i  —  e  cc,=,uy- —  (cos  u  —  e)'^  =  «  \/i  —  e-  sin  u. 

Or,  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  planète  ont  pour  va- 
leurs :   1°  si  6  est  d'abord  supposé  nul 

5:',=  7' cos Ç,         ^To  = /■  sin^  cost,         rrj  =  r  sin  Ç  sin  i. 

2°  Si  9  est  cjuelconcpie 

!Xy  =  ''  (cos(^  cosO  —  sinÇ  sin 6  cosi), 
xx=  r{  sin  t  cos  0  -h  cos  ^  sin  G  ), 
x'^  ^=  r  sin  Jl  sini. 


Dans 

(8    ter) 


{   r  cosÇ  = /•  cos(^cos^ — r  sinp  sin^j^, 
(    /•  sin  Ç  = /•  cosf  sin  ^ -{-/' sinp  cos^ 


on  remplacera  rcost^  etr  sinp  par  leurs  valeurs  et  l'on  trouvera 

.57,  r=  a  {cosii  —  e)  (cos^cosO  —  sin^  sinO  cosj) 


(9) 


—  asinii  \/ 1  —  e- (sin  ^ cos 6-1- cos ^  sinO  cos?', 
x^  =  a  (cos«  —  e)  (cos .g''  sinO-f-  sin  g-  cosO  cosi) 


-ha  sin  if  \/]  —  e-(  —  sin^  sin  6 -f- cos  ^  cos  0  cos?'), 
X3  ^=  a  {cosu  —  e)  sin, ^ sin i 


-\-a  sin  u  yi  —  e-  cos,^  sin  i. 

56.  Nous  avons  posé 

^S  dS  dS  ^^  _       a 

dJi^^''  dL""    '  dG^,^'  'dE^~    ' 

et,  par  conséquent, 

dS  ^\ydx-^l  dL-^  g  c/G  —  0  d^, 
d'où  il  suit  que 

V  X  dy  —  l  dL  —  g  dG  —  6  dQ 

est  une  différentielle    exacte  ;  mais  j'aurai  avantage  à  introduire 
encore  de  nouvelles  variables  ;  en  posant 

L— G  =  pi,        G  —  0  =  p2 
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et 

((o)  L^ -i- G  ^ -1- 0  0  =  LX  4- Pi  wi-4- P2 'A>2) 

d'où 

X  ==   /  +  ^o-  ^_  0,  Wi  =  —  ,Ç-  —  0,  t02  =  -  0. 

On  voit  que  co,  est  la  longitude  du  périhélie  et  Wo  celle  du  nœud, 
toutes  deux  changées  de  signe.  Quant  à  l'angle  À,  il  a  reçu  le 
nom  de  longitude  moyenne. 

Les  variables  anciennes  L,  G,  0;  /,  g.,  9  étant  liées  aux  nou- 
velles L,  0),  Oo  ;  )^,  Wj  0J2  par  des  relations  linéaires,  l'identité  (10) 
nous  montre  que  nous  sommes  dans  les  conditions  du  n°  5  et  que 
le  changement  de  variables  est  canonique.  Donc 

ldL+  g  clG  H-  0  de  —  X  rfL  —  V  u)  dp 

sera  une  différentielle  exacte  et  il  en  sera  de  même  de 

.   ^  X  dy  —  X  d\j  —  ^  ià  dp 
ou  de 

2, y  dx  —  L  <jf X  —  2,  ?  '^^^ ■ 

57.  Posons  maintenant 

li  —  v/'2  Pi  cos oj,-,         7];-  =  v/a  Pi  sin  w/. 

Le  changement  de  variables  sera  encore  canonique  en  vertu  du 
n"  6  ;  donc 

^pdLù  —'^Id-ri 
sera  une  différentielle  exacte  et  il  en  sera  de  même  de 

^y  dx —  ^.  d\ —  ^'^  dr^ 
ou  de 

^xdy  —  \dL~^r^d1^. 

58.  Dans  la  plupart  des  applications,  l'excentricité  e  et  l'incli- 
naison i  seront  de  très  petites  quantités; 

pi  =  L—  G  =  m  /m  \J'â  (t  —  /i  — e^) 
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est  de  l'ordre  du  carré  de  l'excentricité; 

çi  =  v/2  pi  coswi,         Y]i  = /a  Pi  sinwi 

sont  de  l'ordre  de  l'excentricité  ;  c'est  pourquoi  nous  désignerons 
souvent  ces  deux  variables  sous  le  nom  de  variables  excentri- 
ques : 

P2=  G  —  0  =  G(i  —  cos  i) 

est  de  l'ordre  du  carré  de  l'inclinaison; 

ç,  =  ^-i  P2  costoj,         T\2  =  V'i-  <?■!  sin W2 

sont  de  l'ordre  de  l'inclinaison  ;  c'est  pourquoi  nous  désignerons 
souvent  ces  deux  variables  sous  le  nom  de  variables  obliques. 
Nous  trouvons  d'ailleurs 


.-^^±i:^ 


\/h  e  coswi  =  ^1 4  / 

V^L  e  sin  wi  =  v^j  i  /  i  +  ^^ 


'1ï 


4L 
et 

f-,  =  2  JG  sin  -  i  cos  0),,         loo  =  2  i/G  sin  -  i  sinuj9. 

Les  variables  que  nous  venons  d'introduire  servent  à  définir  la 
forme,  les  dimensions  et  l'orientation  de  l'orbite  elliptique,  ainsi 
que  la  position  de  la  planète  sur  cette  orbite.  Nous  devons  dis- 
tinguer : 

i"  Le  système  des  éléments 

«,    e,    i,    i,   ê'-hQ,   e, 

qui  ont  reçu  le  nom  d^éléments    elliptiques  et   sont  plus   fami- 
liers aux  astronomes  ; 
2"  Le  système 

L,     G,     0,     /,     ff,     0; 
3"  Le  système 

L,    pi    P2,    "'>',    wj,    0J2  ; 
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4°  Le  système 

L,      ^1,      ^2,      ^^,      '1:,      "na- 

Ces  trois  derniers  systèmes  ont  reçu  le  nom  (T éléments  cano- 
niques à  cause  des  propriétés  démontrées  aux  n"^  56  et  57. 

59.  Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  calculé  les  coordonnées 
rectangulaires,  ou  polaires,  en  fonctions  des  éléments  elliptiques 
ou  canoniques.  11  resterait  à  calculer  les  variables  yi  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  à  déterminer  les  vitesses  en  fonctions  des  mêmes 
éléments.  Pour  cela,  nous  pourrions  nous  servir  des  équations 

ou,  en  revenant  aux  coordonnées  polaires  du  n°47,  nous  servir  des 
équations 

,    ,  0?/'       dS  ^dt       dS  ,    •    ,  V.  «^^       d^ 

^     ^  dt        dr  dt        dX,  ^  dt        o?'f 

Nous  pouvons,  d'ailleurs,  sans  restreindre  la  généi'alité,  suppo- 
ser, comme  au  n"  48,  que  X^  représente  l'angle  du  rayon  vectevir 
avec  cet  axe  et  que,  par  conséquent,  le  plan  de  l'orbite  passe  par 
l'axe  des  .Tu,  car  nous  savons  que  le  choix  des  axes  est  arbitraire. 
On  a  alors 

La  première  des  équations  (i  i)  donne  alors 


d'où 


dr 

dt  ^' 


,         m  dr 

dt  =  — q7— 

et 

m'^M^dr 
dl=.ndt=-^j^- 

Nous  retrouvons  donc  simplement  l'équation  du  n°  53. 

60.  La  troisième  équation  (i  i)  nous  donne  simplement  -^  ==  o, 
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ce  qui  signifie  que  la  vitesse  est  dans  le  plan  de  l'orbite.  Quant  à 
la  seconde,  elle  donne 

dt 

dt 
Or  mr  -~  c'est  la  projection  de  la  quantité  de  mouvement  sur  une 

perpendiculaire  au  rayon  vecteur.  Le  premier  membre  n'est  donc 
autre  chose  que  le  moment  de  la  quantité  de  mouvement;  de  sorte 
que  G  représente  en  grandeur  le  vecteur  des  aires. 

Comme  ce  vecteur  est  nécessairement  perpendiculaire  au  plan 
de  l'orbite,  ses  trois  composantes  seront 

GsintsinO,     — Gsiiiicosô,     Gcost  =  0. 

61.  Cherchons  maintenant  à  calculer  les  yi.  Nous  pourrions 
nous  servir  des  équations 

^S   _ 
'd^i  ~  •^'' 

mais  il  sera  préférable  de  se  servir  de 

dxi  dxi        /?i'^M2  dxi 

Yi  =  m  — r—  =  m  n  —yr  —  — =— —  -^^ 
•^  dt  dl  L3       dl 

qu'il  j  aura  lieu  d'employer  quand  les  x  seront  exprimés  en  fonc- 
tions de  /,  »•,  8,  L,  G,  0,  ou  de 

m* M-  dxi 

qu'il  y  aura  lieu  d'employer  quand  les  x  seront  exprimés  en  fonc- 
tions de  A,  L,  0,  w  ou  de  X,  L,  ^,  r,. 

Bien  entendu  "77  ou  -^y  désignent  les  dérivées  partielles  de  x  par 

rapport  à  /  ou  à  ),. 

62.  On  peut  également  se  servir  des  intégrales  des  aires. 

x^y-^  —  -^3  J^2  =  G  siiii  sinG, 
X'^yx  —  ^i,X3  =  G  siiii  cos9, 
0Ciy-i  —  Xiyx  =  e. 

Ces  équations  ne  peuvent  suffire  pour  déterminer  les  y  car  elles 
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ne  sont  pas  distinctes.  Mais  on  y  adjoindra  l'équation  des  forces 
vives 

63.  11  peut  j  avoir  intérêt  à  mettre  les  équations  (g)  sous  une 
forme  différente;  introduisons  deux  quantités  auxiliaires  X  et  Y 
en  posant 

X  =       a{cosu  —  e)  cosl  ■+-  a  sin^V^  —  ^'  sin  l  =  r  cos(t'  —  /), 
Y  =  —  a(cos  u  —  e)  sin  l  -\-  a  sin  u  y/i  —  e^  cos  l  ^=^  r  siii  (p  —  l). 

Nous  voyons  que  les  seconds  membres  des  équations  (9)  devien- 
dront des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  X  et  de  Y.  11  reste 
à  trouver  le  coefficient  de  X  et  celui  de  Y. 

Or,  rappelons-nous  commentnous  avons  obtenules  équations  (9). 
Nous  nous  sommes  servis  des  équations  (8  bis)  et  (8  ter')  sachant 
que  Ç  :=  r  +  ^.j  nous  avons  remplacé  dans  les  équations  (8  bis) 
/•cos(!^  et  /'sinJ^  par  leurs  valeurs  (8  ter).  Mais  on  a  également 

de  sorte  que  les  équations  (9)  deviendront 

a^i  =  X[  cos(^ -4- /)  cos9  —  sin  (^  + /)  sin  6  cost] 
—  Y[      sin  (g-^l)  cosO  -l-  cos(i|^  -l-  /)  sin  6  cosîJ, 

a'2  =  X[  cos(^ -t- /)  sin  0  4- sin  (^ -i- /)  cosG  cosi] 
-\-  X\ —  sin  {g  -t-  /)  sin  0  -H  cos(^  +  /)  cosô  cos  f], 

3-3=      X  sin(^  4-  /)  sin  i  -\-  Y  cos(^  -1-  /)  sin  f, 
ce  qui  peut  s'écrire  également 

^1  =      X    cos^  -  cos  X  -i-  sin^  -  cos  (X  —  26) 

—  Y    cos^isinX  H-sin^i-sin  (X  —  26)    , 

^  372=      X    cos^-sinX  —  sin"^  -  sin  (X  —  26) 

-1-  Y    cos2  -  cosX  —  sin-  -  cos(X  —  2O  )    , 
a?3  =      X  sin  i  sin  (X  —  0  )  -i-  Y  sint  cos(X  —  G). 
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64.    Résumé  des  formules.  —   Je    crois  utile   de  réunir  ici  les 
formules  qui  lient  les  x  et  les  y  aux  éléments  canoniques  L,  ).,  p, 
co,  ç,  '(\.  Dans  ces  formules  figureront  les  deux  masses  m  et  M  et 
diverses  quantités  auxiliaires  «,  e,  t,  «,  r,  (',  /,  X,  Y. 
Nous  avons  d'abord 

L  =  m  /m  y/ô", 

Pi=L(t— v/i  — e'0=         p2=(L  — pi)(i  — cosj), 

^^  =  y/api  coswi,         -rj!  =  y/api  sintoi  ; 

^2  =  ^2p2  cos(i)2,         rj2  =  v2p2  sinw2. 
/  =  X  +  Wl, 

(-;)  l  =  u  —  e  sinii, 

7'  cos  V  =  a(cosit  —  e) 
r  sin  (;  =  a/i  — ^e^  sina, 
X  =  ;-cos((^  — /),         Y  =  rsin(p  — 0, 

a7i=      X    cos2icosX-^sin2  -cos(X  -h  2CO2) 
—  Y    cos2  i  sin  X  +  sin2  -  sin  (X  -1-  2W2)    , 

<^'^^")  W2=      xTcos^isinX  — sin2isin(X-i-2W2)l 

-f-  Y    cos"^  -  cosX  —  sin-  -  cos(X  -4-20)2)    , 
xz=      Xsinisin(X  -F  102)  -t-  Y  sin i  cos (X  -+- 102), 

I ,  N  «(l    ^"') 

^2jK3 — ^3j^2  =  —  (L  —  pi)sinj  sin  0)2, 
373  ji  — a?i  jK3  =  — (I^  —  pi)sinicosw2, 
^iJK2— ^2jKi=  L  — pi— P2; 

—  (71  +  ^-2 +rl) ^-=~^lF- 

65.  Forme  du  développement.  —  Tl  s'agit  maintenant  de  se 
servir  de  ces  formules  pour  développer  les  coordonnées  .r^,  .To,  x^^ 
en  séries  dépendant  des  éléments  canoniques.  Quelle  sera  la  forme 
du  développement? 

Pour  résoudre  cette  question,  je  décomposerai  le  problème  en 


Donc     "'  '  sera  également  développable  suivant  les  puissances  de  e-, 
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deux  et  j'envisagerai  d'abord  le  développement  de  X  et  de  Y,  puis 
celui  des  coefficients  de  X  et  de  Y  dans  les  équations  (12  bis). 

J'observe  d'abord  que  p,  est  développable  suivant  les  puissances 
de  e-,  les  coefficients  du  développement  dépendant  d'ailleurs 
de  L.  Le  premier  terme  du  développement  est  un  terme  en  e^. 

■Pi 
e 

et  il  en  sera  de  même  de  • 

De  l'équation  qui  lie  p)  à  e-  on  peut  tirer  inversement  le  déve- 
loppement de  e-  suivant  les  puissances  de  pj.  JNous  avons  trouvé 
au  n"  08 

9       2  pi 

On  pourra  donc  développer  —=:^  suivant  les  puissances  de  p<. 

V^pi 

Or 

e  e  cos  toi        e  sin  toi 

\/2pi  \\  ''il 

et 

2pi=  ;i  +'^1- 

Il  résulte  de  là  que  ecosw,  et  esinco,  sont  développables  sui- 
vant les  puissances  de  \\  et  t],  ;  c'est  ce  qui  résulte  d'ailleurs  des 
formules  du  n"  08.  Les  coefficients  de  tous  ces  développements 
dépendent  de  L. 

66.   Je  dis  maintenant  que  u  —  /,  cos(w  —  /)  et  sin(w  —  /)  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  ecos^  et  de  esin/. 
Envisageons,  en  effet,  l'équation  de  Kepler 

(7)  l  =  u  —  e  sin  M, 

nous  pourrons  l'écrire 

(a  —  /)  —  e  sin  l  cos(u  —  l)  —  e  cos/  sin  (m  —  l)  =  o. 

Le  premier  membre  est  développable  suivant  les  puissances  de 
{u  —  /),  esin/,  ecosl.  Quelle  est  la  condition  pour  qu'on  puisse 
en  tirer  (u — /)  développé  suivant  les  puissances  de  esin/  et 
ecos/?  C'est,  d'après  le  théorème  des  fonctions  implicites,  dû  à 
Caucliy  (ou,  comme  aurait  dit  Laplace,  d'après  le  théorème  sur  le 
P.  —  I.  6 
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retour  des  suites),  que  la  dérivée  partielle  du  premier  membre  par 
rapport  à  l'inconnue  {u  —  l)  ne  s'annule  pas  quand  on  y  fait 
ecos/=:o,  é'sin/  =  o.  Or,  cette  condition  est  remplie;  car  cette 
dérivée  se  réduit  à  l'unité. 

Donc  [u  —  l)  est  développable  suivant  les  puissances  de  e  cos/ 
et  e  sin/,  et  il  en  est  de  même  de  cos{u  —  l)  et  ?,'\n{u  —  /;  qui  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  [u  —  /). 

Il  en  est  de  même,  évidemment,  de 

e^  cos  (m  -h  /)  =  e-  cos 'il  cos(  u  —  /)  —  e^  sinnl  sin(w.  —  /), 

car 

e^  cos 2/  =  (e  cosl}^  —  (e  sin/)^;         e^  sin-i  /  =  2(  e  cos/)  (e  sin/) 

et  il  en  est  de  même,  pour  une  raison  analogue,  de  e-  sin(w  +  /). 
67.    J'observe  maintenant  que  l'on  a 


X  ,        ,,[-i-v/'  —  «        0      /        ,^i  — y/'  — ^  / 

—  =  cos  (  u  —  /  ) 1-  e^  cos  (  u  -h  t) — ; e  cos  l, 

ai  ie^ 


Y         .     ,  ,    i-hi/i  — e-         „    .     ,  ,    I — /i  —  e^  .     , 

—  =  sin  (  f/  —  l\ —  e2  sin  ( a  -(-  / ) — :; h  e  sin  /. 

a  '2  -i-e- 

•  COS  cos 

Nous    venons  de    voii"  que     .    (u —  /)    et   e-   .     (m  + /)    sont 

^         sin  ^  '  sin  ^  ■' 

développables  suivant  les  puissances  de  ecos/,  esin/.  Il  en  est  de 
même  de 

i-T-y/i  —  e^        I — \J  \  —  e^ 


car  ces  deux  fonctions  sont  développables  suivant  les  puissances 
de  e2. 

X         Y 

Il  en  résulte  que  —  et  —  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de 

e  cos /,     e  sin/; 

ou  encore  suivant  les  puissances  de 

e  cos  Wj,     e  sintoi, 
puisque 

e  cos  /  =  e  coswi  cosa.  —  e  sin  coi  sinX, 
e  sin  /  =  e  sin  coj  cosX  -h  e  coscoi  sinX  ; 
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OU  encore  suivant  les  puissances  de 

puisque  e  cosco,,  e  sinco,  sont  développables  su.,  ant  les  puissances 
de  ^i  et  71, . 

Donc  finalement  X  et  Y  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de  ^1  et  7)i  ;  les  coefficients  du  développement  dépendent 
d'ailleurs  de  L  et  de  À. 

68.  Passons  maintenant  aux  coefficients  de  X  et  de  Y  dans  les 
équations  (12  bis)  qui  sont  de  la  forme 

i   cos ,  .      i   cos    , 

±cos^-     .     À  it  sin^  -     .    (À  +  '2w.>) 
2    sin  '2   sin 

ou 

sin  t    .    (À  -t-  0)9 ). 
sin 

Je  dis  que  ces  coefficients  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de 

,  „  .     i  .     i    . 

(lo)  sin-coscoo,  sui-sinto=). 

2  "  1  ' 

Il  en  est  évidemment  ainsi  de  sin-  -  qui  est  la  somme  des  carrés 

2   '■ 

de  ces  deux  quantités  (i3);  de 

„  /  .  „  t 

cos^  -  =  I  —  sin-  -  5 


-  =  1/  t  — Sin2  -; 


cos 

2 

de 

■  ^^  •   ,  *    • 

sin-' -  cos2to.i       sin-  — sin2W2, 
2  '  2 

expressions  qui  sont  égales,  la  première  à  la  différence  des  carrés 
des  deux  quantités  (i3),  la  seconde  à  leur  double  produit;  de 

sin^  -  cos(X  -+-  2CO2)  =  sin-  -  cos  20),  cosX  —  sin^  -  sin  2co.>  sinX, 
2  2  "  2  " 

et  de  sin-  -  sin(À  -}-  2  coo)  pour  une  raison  analogue  ;  de 

.     . cos  i    .     i   cos 

sini    .     w=)  =:  2  cos  -  sin  -      .     w»  ; 
sin     "  22    sin     " 
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de 

sint  cos(X  -4-  0)2)  =  sint  COSCO2  cosX  —  sini  sinwa  sinX 

et  de  même  de  sin/ sin(}> -t-  Wo). 

Il  résulte  de  là  que  les  coefficients  en  question  de  X  et  de  Y  sont 
développables  suivant  les  puissances  des  deux  quantités  (i3). 

Or,  on  a 

^2  =  2  \/L  —  Pi  sin  -  coscl)2, 


■^2 


=  1  /L  —  pi  sin  -  sin  W2. 


Donc  nos  coefficients  sont  développables  suivant  les  puissances  de 

%\/L  —  pi        i\/h  —  pi 
Or 


y/L  — pi 

est  développable  suivant  les  puissances  de  Çi  etru. 

Donc,  finalement,  nos  coefficients  sont  développables  suivant  les 
puissances  de  ^,,  Th,  Ço,  '/jo. 

69.  En  résumé,  nos  coordonnées  xt  sont  développables  sui- 
vant les  puissances  de 

\\i    ■')ii    \-i-,    'hii 

les  coefficients  du  développement  dépendant  d'ailleurs  de  L  et  de  A. 

Inutile  d'ajouter  que  les  expressions  des  xi  sont  des  fonctions 
périodiques  de  ).  qui  ne  changent  pas  quand  on  change  A  en  }v  +  2  Tt. 

Les  développements  des  yi  sont  de  même  forme;  il  suffit  pour 
s'en  convaincre  de  se  rappeler  les  formules 

_  m'*W^  dxi 

^'~  ~U~  'dî' 
Les  Xi  et  les  yi  peuvent  donc  se  développer  sous  la  forme  suivante 

(a)  7  A  cos(/>oX -1- AjOIL, 

où    yOo    est    un    entier,   où   A   et  h    sont   des    constantes    qui  ne 
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dépendent  que  de  L  et  où  DTL  'est  un  monôme  entier  par  rapport 
aux  ^  et  aux  r; . 
Posons  ensuite 

^i  =  y/a  Pi  cos Lui,         "Tii  =  ^'i  Pi  sin  w/. 
Je  dis  que  le  développement  (a)  prendra  la  forme 

(j3)  ^Bp'f'pfcosipo'k  -f-/7,wi-t-7?,w,-f-  /O, 

où  B  et  h  ne  dépendent  que  de  L,  où  les  p  sont  des  entiers  positifs 
ou  négatifs,  les  2q  des  entiers  positifs  ou  nuls,  et  de  telle  façon 
que  9.qi  soit  de  même  parité  que  pi  et  au  moins  égal  à  pi  en  valeur 
absolue 

Je  veux  montrer  que  tout  développement  de  la  forme  (a)  peut 
se  mettre  sous  la  forme  {^)',  il  me  suffit  de  le  démontrer  pour  cha- 
cun des  termes  du  développement.  Cela  est  évident  immédiatement 
si  le  monôme  DU  se  réduit  à  l'unité,  auquel  cas  le  terme  se  réduit 
à  A  cos(yOo)^  H-  à). 

Il  me  suffira  donc  de  démontrer  que,  si  une  expression  est 
développable  sous  la  forme  ([3),  cela  sera  encore  vrai  pour  cette 
expression  multipliée  par  ^i  ou  par  -ru  et,  par  conséquent,  de 
proche  en  proche,  pour  cette  expression  multipliée  par  un 
monôme  quelconque  Dit. 

Soit  donc 

H  =  ^Bp'j''p^-cos(/>o^  -+-  p\  wi  -\-  piOi^-\-  h). 
Je  dis  qu'on  pourra  également  développer  sous  la  forme  (|^) 
H  ^;  =  H  /a  p,  cos  oii,         H  T]j  =  H  \/>.  pi  sin  eu/  =  H  y/a  pi  cos 


et,  plus  généralement, 


H  \/ipi  cos(wj  -I-  h'). 


On  a,  en  effet, 

Hv/ap,  cos(to;-f-  h') 

=    -7^  VBp^'p^"-v/pi[         COS(/)0^  -^/>lt"l-<-/'2W.2-|-  tOj-t-/l-|-  A') 
-H  cos  (  /^o  ^  -h  />!  Wi  -I-  /»2  0)2  —  w,-  H-  h  —  h'  )] . 


86  CHAPITRE    III. 

Cette  expression  est  bien  de  la  forme  (^);  car,  si  nous  suppo- 
sons i=  I  pour  fixer  les  idées,  nous  voyons  que  iq^  et /?2  n'ont 
pas  changé,  que  iq^  s'est  changé  en  2^,-|-i,  tandis  que  /?,  s'est 
s'est  changé  en  />)  +  i  dans  l'un  des  termes  et  en  />,  —  i  dans 
l'autre. 

Or,  si 

on  aura  évidemment 

ag-i-t-  i  =  /Oi  +  i  =/'i—  [  (mod  2), 
ag, -M^[/?i-4-i|,         -^g-i  +  i^l/?!  — i|, 

ce  qvii  démontre  le  théorème  énoncé. 

70.  Symétrie.  —  Si  l'on  faisait  tourner  l'orbite  elliptique  et 
la  planète  d'un  angle  ?  autour  de  l'axe  des  x-^,  (comme  si  la  pla- 
nète et  son  orbite  formaient  un  seul  corps  solide). 


Z,     g,     6,     L,     G,     0 


se  changeraient  en 


l,     g,     6  +  8,     L,     G,     0; 

^^5        Pi)        p2,        A,        Wi,        W2 

se  changeraient  en 

L,      pi,      P2,      A -1- £,      Wj — s,     0)2 — £  ; 
et 

se  changeraient  en 

a7i  cosô  —  a72sin£,     x^  s\nt -\- x=iCO?>t^     x^. 

Si,  dans  le  développement  des  ^,  on  remplace  les  \  et  les  r,  par 
leurs  valeurs  en  fonctions  des  0  et  des  to,  on  obtiendra  des  séries 
procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  de  ).,  lo, ,  0)2. 

Nous  aurons  donc 

pQ,  pt  et  />2  étant  des  entiers,  A  et  h  des  fonctions  de  L,  p,  et  p2. 
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J'écrirai 

/    CCi  =    ^  A    COS(/);|X  -|-/)i  Wj  -|-/>2W2-4-  /')) 

(14)  l    X2  =    ^    A.'  COS(/>oX   -+-/»!  Wi  +  /?2C02+  A'), 

I    ^3=   \   A"cOS(/?oX  -+-  />iOl)i-1-/?2  Wo-I- /i"). 

Si  je  change  )^,  w,,  cog  en  X  +  s,  coi  —  s,    coo  —  e;    l'argument 
des  cosinus  augmentera  de 

el  a?,,  X2-,  s^z  devront  se  changer  en 

a^iCOSE  —  j^osinî,      ri  siiic  +  372  cosc,     x^. 

Nous  en  conclurons  : 

i*^   Que 

Po  —  pi—p-i^i 

dans  le  développement  de  Xi  et  de  X2  et  que 

P0~PI—P2^  O 

dans  le  développement  de  ^3; 
2*^  Que 

A  =  A',         h'  =  h • 

71.  Considérons  encore  la  figure  formée  par  la  planète  et  son 
orbite  elliptique  et  remplaçons  cette  figure  par  sa  symétrique  par 
rapport  au  plan  des  oPiX^.  Cela  revient  à  changer 

L,     G,     0,     l,     g,     6 
en 

L,     G,     0,     — /,     —g,     —6, 
ou 

L,        pi,        P2,        X,        Wi,        0)2 

en 

L,    pi,    P2,    —X,    — (uj,     — wo  ; 

ou,  enfin, 
en 

OC  \^        ^2 1        *^3  • 
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Il  faut  donc  que  x-j  change  de  signe  et  que  x^  et  x?,  ne 
changent  pas,  quand  les  trois  angles  X,  to,,  Wo  changent  de  signe. 
Cela  revient  à  dire  que  dans  les  développements  (i4)  on  doit 
avoir 

h  =  h"  =0,         A  = 1 

de  sorte  que  ces  développements  deviennent 

I      iP,  =   N    A     COS(/»o^  -t-Z^l  Wl-t-/'2W2), 

y\\bis)  /.T2  =  ^A    sin(/>o^ -HiOiWi-h/JjWa), 

!    a^3  =  ^^  A"  cosf/PpX  -\-  p\  coi  -h  P'jta^). 

72.  Considérons  toujours  la  même  figure  et  remplaçons-la  par 
sa  symétrique  par  rapport  au  plan  des  a?,  .2?2.  Cela  revient  à  changer 
les  variables  obliques  ^2  et  y\.>  en  —  ^^  et  — rjo,  ou  encore  à  chan- 
ger (O2  en  0)2  +  '^• 

Dans  ces  conditions  Xi  elx-^  ne  doivent  pas  changer  et  x^  doit 
changer  de  signe. 

Donc/?2  est  pair  dans  les  développements  (i4)  ou  (i4  bis)  de  Xi 
et  de  X2  et  impair  dans  ceux  de  x^. 

Si  l'on  rapproche  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  obtenu  au 
n"  70,  nous  voyons  que /»o  —  />)  ou/>o-j-/'i  sont  toujours  impairs. 

73.  Homogénéité.  —  Quand  <?,  /,  Z,  g^  0  restant  constants,  le 
demi-grand  axe  a  se  change  en  (^(i  H-  s),  les  coordonnées  a?,,  ^2, 
;r 3  se  changent  en  .3;<  ( i  +  e ) ,  ^72 (  1  +  £ ) ,  x:^{i  -{-  t). 

Dans  les   mêmes  conditions  — =»      ^^,_  >  — ^  sont  multipliés 

7?îv/A1     m/M     '"/M 

par  la  racine  carrée  de  ce  même  facteur  ou  ^i  +  s. 

Donc  les  coordonnées  Xi  seront  homogènes  de  degré  2  en 


ou  en 

m  s/ M        m  s/M        m /m 
Voyons  ce  que  nous  pouvons  conclure  au  sujet  de  la  forme  des 
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développements  (i4  bis).  Les  coefficients  A  et  A" qui  figurent  dans 
ces  développements  seront  une  somme  de  termes  de  la  forme  sui- 
vante : 

A    ou    A"  =  2bl-^-^^PÎ^PÎ-;^' 

où  2^1  est  un  entier  de  même  parité  que/?i  et  au  moins  égal  à  |/>,  |, 
et  où  ic/o  est  un  entier  de  même  parité  que  /?2  6t  au  moins  égal 
à  \p2\1  et  où  B  est  une  constante  numérique. 
On  aura  d'ailleurs 

jKi  =  —  ^C  m^ML-^-l^~l2  p'h  p'p  sin(/»oX  -^-/>i  Wj  -+-  p^tto^), 

JK3  =  —  ^  G' in^  IVIL-i~^i-92p^'  pi"-  sin  (/>oX  -+-/),  Wj  -4-  /?2  W2), 

C  et  C"  étant  des  constantes  numériques  égales  à  B/>o- 

J'ai  dit  que  2^,  devait  être  un  entier  de  même  parité  que  /?,  et 
au  moins  égal  à  /?,  ;  c'est  en  effet  la  condition  pour  que 

p^'cos(/>iWi-+-A), 

où  h  est  indépendant  de  p,  et  de  w,,  soit  développable  suivant  les 
puissances  de 

v/api  cos  toi  =  ^1,         /api  sin  coi  =  Y)i. 


CHAPITRE  lY. 

PRINCIPES  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAGRANGE. 


74.  Orbites  osculatrices.  —  Reportons-nous  à  la  figure  i  et  aux 
hypothèses  du  n"  30;  envisageons  par  conséquent  le  mouvement 
des  deux  planètes  fictives  A'  et  B'.  Nous  avons  vu  aux  n*"*  37  et  38 
que  l'on  peut  poser  F  =  Fo+[xF,,  que  p^F,  est  beaucoup  plus 
petit  que  Fq,  et  que,  si  l'on  remplaçait  F  par  Fy,  le  mouvement 
de  la  planète  fictive  A'  serait  le  même  que  si  elle  était  attirée  par 
une  masse  fixe  m^  +  m^  placée  à  l'origine,  tandis  que  le  mouve- 
ment de  la  planète  fictive  B'  serait  le  même  que  si  elle  était  attirée 
par  une  masse  fixe  nii  -+-  in^  -\-  m-;  placée  à  l'origine.  11  résulte  de 
là  que,  en  première  ap/iroximation,  le  mouvement  de  ces  deux 
planètes  fictives  se  fait  conformément  aux  lois  de  Kepler. 

Supposons  qu'à  l'instant  t  les  forces  qui  agissent  (')  sur  la 
planète  fictive  A'  viennent  brusquement  à  disparaître  pour  être 
remplacées  par  une  force  unique  due  à  l'attraction  d'une  masse 
fixe  m  y  +  m-,  placée  à  l'origine.  A  partir  de  l'instant  t,  la  planète  A' 
décrirait  une  orbite  elliptique,  et  c'est  ce  qu'on  appelle  Vorbite 
oscuLatrice  de  la  planète  k! .  ' 

Ou,  si  l'on  aime  mieux,  nous  envisageons  une  nouvelle  planète 
fictive  A",  qui  a  même  masse  que  A',  c'est-à-dire  m\  ;  qui,  à  l'ins- 
tant t.)  a  mêmes  coordonnées  que  A'  et  même  vitesse  tant  en  gran- 
deur qu'en  direction;  et  qui,  soumise  seulement  à  l'attraction 
d'une  masse  fixe  /n,  +  nl^  située  à  l'origine,  se  meut  conformément 
aux  lois  de  Kepler.  A  l'instant  t,  la  planète  A"  a  mêmes  coordon- 
nées que  A',  c'est-à-dire  jc\j  x.,,  ic'j  et  les  composantes  de  la  quan- 


(')  Peut-être  ce  langage  est-il  incorrect,  puisque  à  cette  planète  qui  est  fictive 
aucune  force  ne  peut  èlre  réellement  appliquée.  Peut-être  faudrait-il  dire  :  les 
forces  fictives  qui  semblent  agir...;  peu  importe  d'ailleurs  puisque  aucune  con- 
fusion n'est  à  craindre. 
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tité  de  mouvement  sont  les  mêmes,  c'est-à-dire  y\,  y',,  y'^.  Mais, 
à  tout  autre  instant  que  l'instant  ^,  la  planète  A"  n'a  pas  les  mêmes 
coordonnées  que  A',  ni  la  même  quantité  de  mouvement.  L'orbite 
elliptique  de  A"  est  alors  Vorbite  osculatrice  de  A'.  Les  deux  défi- 
nitions reviennent  évidemment  au  même,  caria  nouvelle  planète  V 
n'est  autre  chose  que  ce  que  deviendrait  A'  si  les  forces  qui  agissent 
sur  elle  venaient  à  dis|:)araitre  et  à  être  remplacées  par  l'attraction 
de  la  masse  centrale  in\  -+-  m-;. 

A  un  instant  t'  différent  de  ^,  A"  ne  coïncide  plus  avec  A';  nous 
devons  donc  imaginer  une  nouvelle  planète  fictive  A'"  qui  se  meut 
d'après  les  lois  de  Kepler  et  cjui,  à  V instant  t\  a  mêmes  coordon- 
nées et  même  vitesse  que  A'.  L'orbite  elliptique  de  A'"  sera  Vorbite 
osculatrice  de  A'  ci  V instant  t'  et  elle  différera  de  l'orbite  elliptique 
de  A",  c'est-à  dire  de  l'orbite  osculatrice  de  A'  à  l'instant  t.  U orbite 
osculatrice  est  donc  variable  avec  le  temps. 

Cependant,  si  F  se  réduisait  à  Fq,  la  planète  A'  se  mouvrait 
conformément  aux  lois  de  Kepler;  coïncidant  un  instant  avec  A", 
elle  coïnciderait  constamment  avec  A";  donc  A"  et  A'"  ne  différe- 
raient pas  et  l'orbite  osculatrice  serait  invariable. 

En  réalité,  F  ne  se  réduit  pas  à  F(,,  mais  la  différence,  que  nous 
avons  appelée  [J-F,,  est  très  petite.  Il  en  résulte  que  Vorbite  oscu- 
latrice varie,  meus  cju'elle  varie  lentement. 

On  définii^ait  de  la  même  manière  l'orbite  osculatrice  de  B'  :  ce 
serait  l'orbite  elliptique  d'une  nouvelle  planète  fictive  B",  qui 
aurait  même  masse  que  B',  c'est-à-dire  7?/,,,  qui,  à  V instant  t^ 
aurait  mêmes  coordonnées  que  B',  c'est-à-dire  x',^^  5?'-,  x'^,  même 
vitesse  en  grandeur  et  en  direction  et,  par  conséquent,  mêmes 
composantes  de  la  quantité  de  mouvement,  c'est-à-dire  y,,  y'^^  j^'g, 
qui  enfin  se  mouvrait  d'après  les  lois  de  Kepler  sous  l'attraction 
d'une  masse  centrale  fixe  m^  -\-  nij,  +  m^.  Nous  n'aurions  d'ailleurs 
qu'à  répéter  ce  que  nous  avons  dit  des  orbites  osculatrices  de  A'. 

Nous  avons  vu  au  Chapitre  III  que  la  forme,  les  dimensions, 
l'orientation  d'une  orbite  elliptique,  et  la  position  d'une  planète 
sur  cette  orbite,  peuvent  être  définies  à  l'aide  d'un  système  de  six 
éléments,  dits  tantôt  éléments  eilipticiues,  tantôt  éléments  cano- 
niques {cf.  n"  58).  Les  six  éléments  qui  définiront  ainsi  l'orbite 
elliptique  de  A"  (c'est-à-dire  l'orbite  osculatrice  de  A')  et  la  posi- 
tion de  A"  sur  son  orbite  (c'est-à-dire  la  position  de  A'  sur  son 


92  CHAPITRE    IV. 

orbite  osculatrice)  s'appelleront  les  éléments  oscillateurs  de  la 
planète  A.'. 

Dans  le  mouvement  képlérien  un  seul  des  éléments  est  variable 
(c'est  la  longitude  moyenne  X  si  l'on  adopte  l'un  des  deux  derniers 
systèmes  d'éléments  définis  au  n**  58,  et  l'anomalie  moyenne  /  si 
l'on  adopte  l'un  des  deux  premiers)  et  cet  élément  varie  d'ailleurs 
proportionnellement  au  temps.  Les  cinq  autres  éléments  sont 
constants. 

En  ce  qui  concerne  les  éléments  osculateurs,  tous  seront  variables  ; 
mais  les  variations  de  l'un  d'entre  eux  seront  sensiblement  mais 
non  exactement  proportionnelles  au  temps;  celles  des  cinq  autres 
seront  tx^ès  lentes.  Nous  venons  de  voir,  en  effet,  que  l'orbite  oscu- 
latrice varie,  mais  qu'elle  varie  lentement. 

On  définirait  de  même  les  éléments  osculateurs  de  la  planète  B'. 

7o.  Cas  de  la  Méthode  usuelle.  —  Au  n"  M  nous  avons  défini 
un  changement  de  variables  dont  les  astronomes  se  sont  souvent 
servis.  Bien  que  nous  ne  devions  pas  en  faire  usage,  il  peut  y 
avoir  intérêt  à  l'examiner  et  à  définir  les  orbites  osculatrices  aux- 
quelles il  conduit. 

Les  deux  planètes  AetB  sont  rapportées  au  Soleil  C,  c'est-à-dire 
que  l'on  introduit  deux  planètes  fictives  _V  et  B'  ayant  respective- 
ment pour  masses  m,  et  m,,  en  menant  OA'  égal  et  parallèle  à  CA, 
et  OB'  égal  et  parallèle  à  CB. 

Ici  encore  nous  pouvons  supposer  une  nouvelle  planète  fictive  A" 
qui,  à  l'instant  t,  a  mêmes  coordonnées  et  même  vitesse  que  A'  et 
qui  décrit  une  ellipse  sous  l'attraction  d' une  masse  centrale  m ,  +  m  ;  ; 
et  une  autre  planète  fictive  B"  qui,  à  l'instant  i,  a  mêmes  coordonnées 
et  même  vitesse  que  B'  et  qui  décrit  une  ellipse  sous  l'attraction 
d'une  masse  centrale  nij,  -\-  m-,  (je  dis  m,,  -f-  m-,  parce  que,  si  l'on 
négligeait  la  fonction  perturbati^ce  telle  qu'elle  a  été  définie  au 
n"  44,  le  mouvement  de  B'  serait  celui  d'une  masse  mobile  attirée 
par  une  masse  fixe  ni!,-\-  m-j).  L'orbite  elliptique  de  A"  ou  celle 
de  B"  seront  alors  l'orbite  osculatrice  de  A'  ou  celle  de  B'.  Il  n'y  a 
d'ailleurs  rien  à  changer  à  ce  que  nous  avons  dit  au  numéro  pré- 
cédent. 

76.    Cas  de  la  transformation  du  n"  26.   —   Supposons  mainte- 
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nant  qu'au  lieu  d'adopter  le  changement  de  variables  du  n"  30, 
ainsi  que  nous  le  ferons  toujours  sauf  avis  contraire,  nous  ayons 
adopté   celui   du  n.°  !26.   Les  planètes  fictives  A'  et  B'  ont  pour 

masses 

in\in-i  mi^m-i 

rrii  -h  m^        tui^  -+-  m-; 

et  l'on  obtient  leurs  positions  en  menant  les  vecteurs  OA'  et  OB' 
égaux  et  parallèles  à  CA  et  à  CB.  Elles  ont  pour  coordonnées 


Mais  les  variables 

/i,   y'-i,   y'ii      y\^  /s»  /e 

ne  seront  pas  proportionnelles  aux  dérivées  des  œ'  ;  elles  ne  repré- 
senteront donc  pas  les  composantes  des  quantités  de  mouvement 
des  deux  planètes  fictives;  elles  représenteront,  comme  on  le  sait, 
les  composantes  des  c[uantités  de  mouvement  absolu  des  deux 
planètes  j'éeLles. 

Voici  dans  ce  cas  comment  on  doit  définir  les  orbites  oscula- 
trices  : 


Soit  une  nouvelle  planète  fictive  A"  qui  a  même  masse 


rrii  m-, 


rrii  -+-  m-i 

que  A;  qui,  à  l'instant  t,  a  pour  ^coordonnées  x\^  x'.-,,  x'.^  et  pour 
composantes  de  sa  quantité  de  mouvement  y\^  y'.,,  y\\  qui  enfin 
se  meut  conformément  aux  lois  de  Kepler  sous  l'attraction  d'une 
masse  centrale  m^  +  ni-i. 

On  voit  c[u'à  l'instant  t  la  planète  A"  a  mêmes  coordonnées 
que  A',  mais  qu'elle  n'a  pas  même  quantité  de  mouvement  ni  par 
conséquent  même  vitesse. 

La  planète  A"  décrit  une  orbite  elliptique  C[ui  sera  l'orbite  oscu- 
latrice  de  A'. 

On  définirait  de  même  la  planète  fictive  B"  et  l'orbite  osculatrice 
deB'.  Disons  seulement  que  B"  se  mouvrait  sous  l'attraction  d'une 
masse  centrale  m^  +  m-,. 

77.  Comparaison  des  orbites  osculatrices.  —  Le  plus  souvent, 
au  lieu  de  parler  de  l'orbite  osculatrice  de  A'  ou  de  B',  on  parle  de 
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l'orbite  osculatrice  de  A  ou  de  B,  c'est-à-dire  des  planètes  réelles  ; 
cette  façon  de  parler  peut  être  adoptée  sans  inconvénient  :  quand 
on  parlera  de  l'orbite  osculatrice  de  A,  on  devra  entendre  qu'il 
s'agit  de  celle  de  la  planète  fictive  correspondante  A'. 

Cependant  on  doit  faire  attention  à  une  chose.  Nous  venons  de 
voir  qu'il  y  a  plusieurs  manières  de  définir  les  orbites  osculatrices 
et,  par  consécjuent,  les  éléments  osculateurs.  Il  y  en  a  encore 
d'autres.  Au  n"^  74,  au  lieu  de  rapporter  A  à  G  et  B  au  centre  de 
gravité  de  A  et  de  C,  nous  aurions  pu  rapporter  B  à  C  et  A  au 
centre  de  gravité  de  B  et  de  C. 

De  plus,  nous  aurions  pu  attribuer  d'autres  valeurs  aux  masses 
centrales.  En  effet,  le  partage  de  F  en  deux  parties  Fq  et  [j-F, 
reste  arbitraire  dans  une  assez  large  mesure;  nous  aurions  pu 
retrancher  une  fonction  quelconque  de  Fo  et  l'ajouter  à  tJ-F,, 
pourvu  qu'elle  soit  du  même  ordre  de  grandeur  que  la  fonction 
perturbatrice.  Par  exemple,  dans  Fq   nous  aurions  pu   remplacer 

le  terme 

nii^{in\  -+-  m-,) 
BD 
par  le  terme 

ni!^  m^ 
BD    ' 

puisque  la  différence     ^'     '  est  de  l'ordre  de   ulFi.  Alors  la  masse 

centrale  qu'il  aurait  convenu  de  choisir  pour  définir  le  mouvement 
de  B"  aurait  été  non  plus 

m,,  (  nix  -\-  m-,) 

—  rrii-h  /HL-t-  m-, 

mais  bien 

et  il  est  clair  qu'on  aurait  pu  choisir  bien  d'autres  valeurs  encore. 

Eh  bien,  ces  différentes  définitions  conduisent  à  des  éléments 
osculateurs  qui  ne  sont  nuUeinenl  identiques.  Seulement,  les 
différences  sont  très  faibles;  elles  sont  de  l'ordre  des  masses  per- 
turbatrices. 

Considérons  d'abord  le  cas  des  n"'  74  ou  75.  Aloi^s  la  planète  A" 
a,  à  l'instant  ;,  non  seulement  mêmes  coordonnées  c{ue  A',  mais 
aussi  même  vitesse.  L'orbite  osculatrice  est  donc  tangente  à  l'orbite 
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réelle  et,  à  l'instant  ^  +  s,  si  e  est  très  petit,  l'écart  entre  A'  et  A" 
est  de  l'ordre  de  s-. 

Au  contraire,  dans  le  cas  du  n"  76,  la  planète  A"  a,  à  l'instant/, 
mêmes  coordonnées  que  xV,  mais  elle  n'a  pas  même  vitesse.  L'or- 
bite osculatrice  rencontre  donc  l'orbite  réelle,  elle  la  coupe  sous 
un  angle  très  aigu;  mais  elle  ne  la  touche  pas.  Donc,  à  l'instant 
;  +  e,  l'écart  entre  A'  et  A"  est  de  l'ordi^e  de  s.  C'est  là  un  incon- 
vénient incontestable  dont  il  ne  faut  pas  toutefois  s'exagérer  l'im- 
portance, puisque  nous  venons  de  voir  que  les  différences  sont  de 
l'ordre  des  masses  perturbatrices. 

78.  Changement  de  variables.  —  Nous  avons  vu  au  Chapitre  III 
et  en  particulier  au  n"  64  comment  on  exprime  les  coordonnées 
d'une  masse  mobile  décrivant  une  orbite  elliptique  sous  l'attraction 
d'une  masse  centrale  fixe,  ainsi  que  les  composantes  de  sa  quantité 
de  mouvement,  en  fonction  des  deux  masses  ?ti  et  M  et  des  six 
éléments  canoniques 

L,      A,      pi,      toi,      po,     w-2. 

Nous  pouvons  appliquer  ces  formules  à  la  planète  fictive  A". 

Les  coordonnées  de  la  masse  mobile  qui,  au  n"  64,  étaient  dési- 
gnées par  ^,,  a^o,  .2?3  sont  ici  x-\,  x[,^  x^\  les  composantes  de  la 
quantité  de  mouvement  qui  étaient  désignées  par  j/-,,  y^^  y^  sont 
ici  y\ ,  y.,,  y.^  ;  la  masse  mobile  et  la  masse  fixe  qui  étaient  désignées 
par  m  elM  sont  ici  m\  et  nii  -+-  m-;  ;  quant  aux  six  éléments  cano- 
niques nous  les  désignerons  par 

Ll,        y^l,        pi,        Wi,        p,,        0)2. 

Faisons  de  même  pour  la  planète  fictive  B".  Les  coordonnées 
qui,  au  n"  64,  étaient  désignées  par  x^,  Xo-,  x^  sont  ici  x\^  x\^  x'^  ; 
les  composantes  de  la  quantité  de  mouvement  sont  y\^  y'^,  y'^  ;  la 
masse  mobile  et  la  masse  fixe  sont  m^  et  m\-\-  m^-\-  m-,]  quant 
aux  six  éléments  canoniques  nous  les  appellerons 


Lo,     Xa, 

P3, 

^3, 

pt, 

W4. 

in  résumé,  il  j  a  entre 

a?i,     a^j, 

^3> 

/l» 

y^, 

r's, 

7n\,     mi-hm^, 

Ll, 

^1, 

pi' 

Wl,        p2, 

0)2 
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OU  entre 

^ki   •^55   ^6-.  y  1*1  y&'  y^i 

^ki     in-i-^  m,,-\-  niT,     Lj,     Xo,     p3,     C03,     04,     104 

les  mêmes  relations  qu'il  y  avait  au  n"  64  et  en  général  au  Cha- 
pitre III  entre 

^1,    a^2,    ^3,   7i,   jï,   y-i, 

m,     M,     L,     X,     pi,     w,,     p2,     C02. 
Or  nous  avons  vu  au  n"  56  que 

^  X  dy  —  \  d\u  —  ^  co  rfp 

est  une  différentielle  exacte.  En  appliquant  ce  résultat  soit  à  la 
planète  A",  soit  à  la  planète  B"^  nous  voyons  c|ue 

(i)  2,^' ^y'  —  X]  <iL, —  N^toûfp, 

où  l'on  donne  à  x'  et  y'  les  indices  1,  2,  3,  à  w  et  p  les  indices  1,2, 
est  une  différentielle  exacte  et  qu'il  en  est  de  même  de 

(2)  2^x'  dy'—  X2  ^L2  —  "^  to  dp, 

où  l'on  donne  à  x'  cl  y'  les  indices  4,  5,  6,  à  to  et  p  les  indices  3,  4- 
En  faisant  la  somme  on  voit  que 

(  3  )  7  ^'  (^y'  —  /   ^  '^L  —  ^  co  <ip 

est  une  différentielle  exacte.  Dans  l'expression  (3),  il  faut  donner 
aux  indices  toutes  les  valeurs  possibles,  c'est-à-dire  i,  2,  3,  4?  5,  6 
pour  x'  et  y'  ;  1 ,  2  pour  )vetL;  i,  2,  3,  4  pour  w  et  p. 

D'où  résulte  que,  si  nous  prenons  pour  variables  nouvelles 
les'k,  les  L,  les  w,  les  p,  ce  changement  de  variables  est  cano- 
nique; et  que  les  équations  conserveront  leur  forme  canonique 


(4; 


d\i 
dt 

dF 
~  dU' 

dLi            d¥ 

dt             dli 

dioi 
dt 

_  d¥ 

doi 

dpi  _  dF 
dt              d(jii 
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79.  Posons  maintenant 

^,-  =  y^ap,  cosw/,         7),  =  yapi  sina»/; 
l'expression 

est  une  différentielle  exacte. 

Si  donc  nous  prenons  pour  variables  les  L,  les  )v,  les  ^  et  les  y], 
ce  changement  de  variables  sera  encore  canonique  et  nos  équations 
deviendront 

i  dh  _  dF^  dLj  _  dF 

\  ~dt    ~  dUi'  dt    ~  dl/ 

j  (^  _  (/F  d^i  _  dF 

\    dt         d^i'  dt  d-r\i 

80.  Métiiode  usuelle.  —  Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique, 
soit  que  nous  adoptions  la  transformation  dvi  n"  30,  soit  que  nous 
adoptions  celle  du  n"  26.  Mais,  si.  nous  adoptions  la  méthode 
usuelle,  les  équations  ne  seraient  plus  canoniques  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  au  n"  44  où  nous  sommes  parvenus  aux  équations  (20). 

Mais  supposons  que  l'on  considère  les  six  premières  de  ces 
équations  (20),  celles  où  l'indice  i  est  égal  à  i,  2  ou  3,  et  que  l'on 
y  remplace 

^45   ^5'    -^65   y  tti  y  i:   y  (, 

parleurs  valeurs  en  fonctions  du  temps.  Ces  six  équations  seront 
alors  canoniques,  mais  la  fonction  caractéristique  F'  dépendra  non 
seulement  des  inconnues 

a?i,    jTj,    a^j,    jKi,    yii    y-i, 

mais  encore  du  temps. 

Nous  pouvons  néanmoins,  d'après  le  n"  12,  leur  faire  subir  un 
changement  canonique  de  variables. 

En  particulier,  l'expression  (i)  du  n''  78  étant  une  différentielle 
exacte,  nous  pouvons  transformer  ces  six  équations  en  prenant 
pour  variables  nouvelles 

Ll;        ^1,        Ph        Wi,        P2,        0)2. 

Elles  resteront  canoniques.   Nous  obtiendrons  ainsi  six  équa- 
P.  —  I.  7 
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lions  de  même  forme  que  les  équations  (4)  du  n"  78,  mais  où  F 
est  remplacé  par  F',  et  où  l'indice  i  prend  seulement  la  valeur  i 
pour  L  et  ).,  et  les  valeurs  i  et  2  pour  p  et  oj. 

Opérons  de  même  sur  les  six  dernières  équations  (20)  du  n"  44. 
Remplaçons-y 

x\,     x'.y,     .r'3,     y\,     y^,     y, 

par  leurs  valeurs  en  fonctions  du  temps.  Ces  six  équations  seront 
canoniques,  la  fonction  caractéristique  sera  F"  et  elle  dépendra  non 
seulement  des  inconnues 

a?'4,      ^5.      ^6>      y\;      /»>      /g- 

mais  encore  du  temps. 

L'expression  (2)  du  n"  78  étant  une  ditférentielle  exacte,  ces 
équations  resteront  canoniques  si  l'on  prend  pour  variables  nou- 
velles 

L2,        ^2)        PSi        '^Zi        P4.1        ^'^k- 

Nous  obtiendrons  ainsi  six  équations  de  même  forme  que  les 
équations  (4)  du  n"  78,  mais  où  F  est  remplacé  par  F"  et  où  l'in- 
dice i  prend  seulement  la  valeur  2  pour  L  et  \  et  les  valeurs  3  et  4 
pour  p  et  w. 

En  résumé,  nous  retrouvons  douze  équations  de  même  forme 
que  les  équations  (4),  avec  cette  différence  que,  dans  six  d'entre 
elles,  F  doit  être  remplacé  par  F',  et  dans  les  six  autres  par  F". 

Il  en  serait  absolument  de  même  pour  les  équations  (5). 

81.  Emploi  des  éléments  elliptiques.  —  Au  n°  S8,  nous  avons 
défini  quatre  systèmes  d'éléments,  à  savoir  le  système  des  éléments 
elliptiques  et  trois  systèmes  d'éléments  canoniques.  Au  n"  78, 
nous  avons  adopté  comme  éléments  osculateurs  ceux  du  troisième 
système,  celui  des  p  et  des  w;  au  n°  79,  nous  avons  adopté  le  qua- 
trième système.  Si  nous  avions  adopté  le  deuxième  système,  il  n'y 
aurait  rien  à  changer  à  ce  qui  précède,  puisque  ce  système  est 
également  canonique. 

Mais  les  astronomes  emploient  aussi  fréquemment  le  premier 
système,  celui  des  éléments  elliptiques,  qui  n'est  pas  canonique. 
Quels  sont  les  changements  qui  en  résultent? 

Comme  nous  avons  des  relations  entre  les  éléments  canoniques 
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et  les  éléments  elliptiques,  les  dérivées  par  rapporta  t  des  éléments 
elliptiques  s'exprimeront  linéairement  à  l'aide  des  dérivées  par 
rapport  à  t  des  éléments  canoniques,  les  coefficients  étant  des  fonc- 
tions connues  des  éléments  elliptiques.  En  vertu  des  équations  (4), 
chacune  de  ces  dérivées  des  éléments  canoniques  par  rapport  à  / 
est  égale,  au  signe  près,  à  une  dérivée  partielle  de  F  par  rapport  à 
un  des  éléments  canoniques.  A  leur  tour  les  dérivées  partielles  de  F 
par  rapport  aux  éléments  canoniques  s'expriment  linéairement  à 
l'aide  des  dérivées  partielles  de  F  par  rapport  aux  éléments  ellip- 
tiques, les  coefficients  étant  des  fonctions  connues  des  éléments 
elliptiques. 

En  résumé,  les  dérivées  par  rapport  à  t  des  éléments  elliptiques 
s'exprimeront  linéairement  à  l'aide  des  dérivées  partielles  de  F  par 
rapport  aux  éléments  elliptiques,  les  coefficients  étant  des  fonc- 
tions connues  des  éléments  elliptiques. 

Telle  est  la  forme  des  équations  différentielles  auxquelles  satis- 
font les  éléments  elliptiques;  elles  sont  beaucoup  plus  compliquées 
que  les  équations  (4)  auxquelles  satisfont  les  éléments  canoniques. 

On  peut,  grâce  aux  crochets  de  Lagrange  définis  au  n"  14,  les 
obtenir  sans  passer  par  ce  détour. 

Soit  un  système  d'équations  canoniques 

dxi  _  d¥  dyt  d¥ 

dt         dyi  dt  dxj 

Considérons  des  accroissements  virtuels  oxi  et  oyi  des  variables 
Xi  etjKo  et  8F  l'accroissement  correspondant  de  F.  Si  nous  multi- 
plions nos  équations  par  àyi  et  —  Zxi  et  que  nous  ajoutions,  nous 
trouverons 

(^6  j  ^  (  dxi  oyi —  dyi  oxi)  =  oF  dt. 

Supposons  que  nous  exprimions  les  x  et  les  y  en  fonctions  de 
2n  variables  nouvelles 


'^iiii 


il  viendra 


,         v^  dxi  ,  ^         v^  dxi 

dxi—  >  -j— ofa/,,         03:-;=  >   -— 


ôax:. 


Si  nous  remplaçons  dxi  et  ùXi  par  ces  valeurs  et  dyi,  oyi  par  les 
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valeurs  analogues,  et  que  nous  posions 

notre  équation  (6)  devient 

\   [ «A,  a/, ]  ( d^h  luk —  da-k  oa/, )  —  lY  dt\ 

la  sommation  doit  être  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  in- 
dices h  et  /r,  les  deux  combinaisons  A,  k  et  A",  /i  ne  devant  pas  être 
regardées  comme  distinctes. 
Mais  si  j'observe  que 

[a/„  a/,J  r=—  [a/,,  a/J,  [a/,,  a/,]  =  o, 

je  puis  écrire  aussi 

où  la  sommation  doit  être  étendue  à  tous  les  arrangements  des 
indices  h  et  /:,  les  deux  arrangements  /z,  k  et  A",  A  devant  cette  fois 
être  regardés  comme  distincts. 


Si  nous  remplaçons  oF  par 


^F  , 

da.k 


et  que  nous  identifiions,  il  viendra 

y^  d:>.h        d¥ 

Appliquons  cette  formule  au  cas  qui  nous  occupe;  nos  variables, 
au  lieu  d'être  désignées  par  Xi  et^/,  devront  alors  être  désignées 
par  x'i  et  y'^  ;  intégrons  d'abord  les  écjuations  en  i^éduisant  F  à  Fq  ; 
elles  se  réduiront  alors  aux  équations  du  mouvement  képlérien  et 
elles  nous  permettront  d'exprimer  nos  inconnues  en  fonctions  des 
six  éléments  elliptiques  de  A"  et  des  six  éléments  elliptiques  de  B". 
Supposons  que  ces  douze  éléments  elliptiques  soient  précisément 
nos  variables  nouvelles  que  nous  appelons  a,,  ao,  . . .,  a^^. 

La  formule  (7)  nous  donne  alors  les  équations  différentielles 
auxquelles  doivent  satisfaire  ces  nouvelles  variables.  Les  coeffi- 
cients [a^,  a^]  sont  des  fonctions  connues  des  éléments  elliptiques. 
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Mais  ces  coefficients  ne  sont  autre  chose  (par  rapport  aux  équa- 
tions canoniques  du  mouvement  képlérien)  que  les  crochets  de 
Lagrange  du  n'^  14.  En  effet,  parmi  nos  éléments  elliptiques,  il  j  en  a 
deux  qui  varient  proportionnellement  au  temps  :  ce  sont  les  deux 
anomalies  moyennes.  Soient 

ces  deux  éléments;  c'est-à-dire  les  anomalies  moyennes  des  deux 
planètes  fictives.  A-lors  Ej  et  So  seront  des  constantes  pour  le  mou- 
vement képlérien. 

Les  autres  éléments  sont  des  constantes  pour  le  mouvement 
képlérien. 

Considérons  alors  un  des  crochets  [a^,  a^^];  si  h  et  k  ne  sont  pas 
égaux  à  I  ou  à  2,  il  rentre  immédiatement  dans  la  définition  du 
crochet  de  Lagrange,  puisque  a^  et  a/f  sont  des  constantes. 

Soit  maintenant,  par  exemple  [a^,  ay^],  h  n'étant  égal  ni  à  i ,  ni 
à  2.  On  a  alors 

dx,-        dxj  dyt  _  dyt 

dy.i         dzx  d%\         dz^ 

et,  par  conséquent, 

[a/„  ai]  =  [a/i,  s,], 

et  comme  £|  est  une  constante  nous  retombons  sur  la  définition  du 
crochet  de  Lagrange. 

Reste  le  cas  du  crochet  [a,,  ao];  ce  crochet  est  nul  et  il  en  est 
de  même,  en  général,  de  [a^,  a/t]  si  a^  et  a/;  sont  deux  éléments 
n'appartenant  pas  à  la  même  planète  fictive.  Et,  en  effet, 

dx'i  dy'i        dx'i  dy'/ 


•^  IclXi  ayi        dx  i  ay  i 


Or,  si  /=  I,  2,  3,  les  dérivées  par  rapport  à  ao  sont  nulles;  si, 
au  contraire,  i  =  4?  5,  6,  ce  sont  les  dérivées  par  rapport  à  a,  qui 
sont  nulles.  Tous  les  termes  du  second  membre  s'annulent  donc. 


Tous  nos  coefficients  sont  donc  des  crochets  de  Lagrange,  et  il 
résulte  du  n"  14  que  ce  sont  des  fonctions  des  constantes  du  mou- 
vement képlérien,  c'est  à-dire  des  éléinents  a  autres  que  les  ano- 
malies moyennes  et  des  deux  constantes  s. 
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Je  ne  m'arrêterai  pas  à  démontrer  qu'ils  ne  dépendent  pas  des 
constantes  e,  ce  qui  serait  facile. 

Les  équations  (7)  étant  beaucoup  plus  compliquées  que  les 
équations  (4)i  je  n'en  ferai  aucun  usage.  Je  termine  donc  là  cette 
digression  en  me  contentant  de  renvoyer  à  l'Ouvrage  de  Tis- 
serand, Tome  I  et,  en  particulier,  au  Chapitre  X  et  à  la  page  187, 
où  l'on  trouvera  les  équations  en  question  sous  leur  forme  défi- 
nitive. 

82.  Calcul  de  Fq.  —  Revenons  aux  éléments  canoniques  et  à  la 
transformation  du  n"30.  JNous  avons  formé  les  équations  (4)  et(5) 
des  n"'^  78  et  79.  Il  reste  à  exprimer  F  en  fonction  des  éléments 
osculateurs. 

Commençons  par  F„  ;  nous  avons  trouvé  au  n"  37 

D'autre  part,  nous  avons  trouvé  au  n"  64  la  formule  suivante  : 


im 


(8)  —  (rf+Ji+7i) ;:■    -        ^1^2 


Appliquons  cette  formule  à  la  planète  fictive  A";  il  faudra  y 
changer  y,,  y. 2,  y 3  en  y\,  y'.^,  y'.^  ;  m  et  M  en  ?n\  et  m,  +  /n-;  ; 
/■  en  AC,  L  en  L,,  de  sorte  que  le  premier  terme  du  premier 
membre  de  la  formule  (8)  se  réduira  à  T,  et  que  la  formule 
deviendra 

m  y  m-,  m\in\ml  _         M] 

où  nous  avons  posé 

Ml  =  in\  m]  Jii']. 

Appliquons  de  même  la  formule  (8)  à  B";  il  faudra  y  changer 
jKi ,  y-i-!  y 3  en  j'',, ,  JK5?  .76  5  ^'^  et  M  en  m',,  et  m,  -h  w^  -}-  m^  ;  r  en  BD, 
L  en  Lo,  de  sorte  que  le  premier  terme  de  (8)  se  réduira  à  To  et 
que  la  formule  deviendra 


m!,(7ni— jut)  _       m\ml(mi^  in-j Y  _    ,    M-, 
BD  ~  2LI  ~       2LI 
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OÙ  nous  avons  posé 

M2  =  m 4  m'I  (  ?7li  -T-  «Î7  )^- 

En  additionnant,  il  vient 

m\  m'I  nij        m\ml{mi-h  ju-jY  _        Mj  M2 


(9)  Fo^ 


iLf  2LI  'iLf        -lU, 


Le  même  calcul  s'appliquerait  si  l'on  avait  adopté  les  transfor- 
mations du  n"  26  ou  du  n°  M.  Les  valeurs  des  masses  seules  diffé- 
reraient. 

Avec  la  transformation  du  n"  26,  il  aurait  fallu  faire 

M  =  jni-+-  m-,  pour  A  , 


//Il  -t-  m 
et 


*      '  M  = — * -^—  pour  B  . 


m^.  -+-  m■^  (  m,,  -+-  m-i  )  (nii-^  /Ht) 

On  aurait  obtenu  ainsi 

in\  m  f  »if        m  l  m-,  {tni-+-  m-,  )      i 

Avec  la  méthode  usuelle  du  n"  M,  il  aurait  fallu  faire 

m  =  mi,         M  =  nxi  -+-  m-i         pour  A", 
m  =  /«i,         M  =  in>^-^  m-]         pour  B", 

et  l'on  aurait  eu 

m \  ( mi  -i-  /n^ y^        mli  mi,-+-  m^  )- 


Fo  =  — 


■iLf  aLI 


Ce  que  nous  devons  surtout  retenir  c'est  que  F  ne  dépend  que 
des  L. 

83.  Calcul  de  jjlFi.  —  Développons  maintenant  la  fonction  per- 
turbatrice ]xF^.  Dans  le  cas  de  la  transformation  du  n"  30,  cette 
fonction  ne  dépend  que  des  coordonnées  x' ;  ces  coordonnées,  en 
vertu  du  n"  69,  sont  développables  suivant  les  puissances  des  ^  et 
des  r^.  En  est-il  de  même  de  la  fonction  |jlF,  elle-même?  Pour  que 
cette  fonction  [j.F<  soit  développable  suivant  les  puissances  des  \ 
et  des  Y),  il  suffit  qu'elle  soit  holomorphe  par  rapport  aux^',  quand 
les  ^  et  les  yj  sont  supposés  nuls. 
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Soit,  en  effet, 

Soit  ^1"  ce  que  devient  x'^  quand  on  annule  les  Ç  et  les  r\  et 
posons 

Alors  x'/^  représentera  le  premier  terme  du  développement  de  :r^- 
suivant  les  puissances  des  Ç  et  des  t),  et  ox'^  représentera  l'ensemble 
de  tous  les  autres  termes. 

La  fonction  cp  (^'J  =  cp(^^'*  +  o.r^)  étant  holomorphe  pour 
£c'^  =  x'I*  sera  développable  suivant  les  puissances  des  ô:c'^,  et  comme 
ceux-ci  sont  développables  suivant  les  puissances  des  \  et  des  f\^ 
il  en  sera  de  même  de  cp(jc'^)  =  [j.F< .  c.   q.   f.   n. 

Or 

ne  peut  cesser  d'être  holomorphe  que  pour 

BD  =  o,         AB  =  o         ou         BG  =  o, 

c'est-à-dire  pour 


OU  pour 

^k    "^ h    -^6    _ 

m-i 

<J^'  \             **■  •?            ^  •) 

irii  -f-  nl■^ 

ou  pour 

^4    _    ^    _    ^    _ 

nii 

jC  1                    jC  n                   \ÂJ  •> 

/?i,  -(-  m  7 

D'autre  part,  quand  on  annule  les  ç  et  les  ?;,  il  vient 

a^'j  =  Kl  Lf  cosXj,         iTg  =  Kl  L|  sinX,,         a?;j  =  o, 
a?'.  =  K2LI  cosX,,         a?'- =  KjLI  sinXa,         a^'g  =  o. 


ou 


Ki=-^-^ ,  K,= 


(Rj   et  Ko  étant  les  valeurs  du  facteur  ^^^   correspondant  aux 
deux  planètes  A"  et  B" 


Or  ces  valeurs  des  x'  ne  satisferont  aux  conditions  de  non-holo- 
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morphisme  que  si 

Lo  =  o, 
ou 

KjLj  m: 


1,  =  1,, 


K2LI         nii  -+-  ?n^ 
OU 

KiLf  m\ 


K2L5  mx-\-  m-i 


conditions  qui,  dans  les  applications,  sont  très  loin  d'être  satis- 
faites. 

La  conclusion,  c'est  que  la  fonction  perturbatrice  est  dévelop- 
pable  suivant  les  puissances  des  ^etdesYj;  les  coefficients  dépendent 
d'ailleurs  des  L  et  des  \,  mais  il  est  clair  qu'ils  doivent  être  des 
fonctions  périodiques  des  longitudes  moyennes  A  et,  par  consé- 
quent, développables  en  séries  trigonométriques  procédant  suivant 
les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  X.  Nous  pouvons  donc 
écrire 

|jlFi  =\^  A  cos(A-iXi-(-  /fjX,-!-  A) 011, 

OÙ  ki  et  k.,  sont  des  entiers,  où  A  et  h  dépendent  seulement  des  L, 
où  enfin  OÏL  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  ^  et  aux  y;. 

Ce  développement,  comme  on  le  verrait  en  raisonnant  comme 
au  n°  69,  peut  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

(10)  ^Y,  =  y^kp\^p'^^^ç>f^l^co^(^^ki\i^^p^i^i+h^- 

dans  cette  formule,  A  et  h  dépendent  seulement  des  L,  les  A- 
et  les  p  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  les  icjt  sont  des  entiers 
positifs  et  de  telle  façon  que  icfi  soit  de  même  parité  que  pt  et 

que 

■i-qiû\pi\- 

Remarquons  en  passant  que  les  p  étant  de  l'ordre  du  carré  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  le  terme  en  question  sera  de  l'ordre 


par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Nous  nous  contenterons  pour  le  moment  de  ces  brèves  indica- 
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lions,  mais  nous  reviendrons  plus  loin  en  détail  sur  le  développe- 
ment de  la  fonction  perturbatrice. 

84.  Cas  de  la  méthode  usuelle.  —  Ce  que  nous  avons  dit  de  la 
fonction  perturbatrice  s'appliquerait  séparément  à  la  partie  prin- 
cipale et  à  la  pai'tie  complétnentaire  de  cette  fonction,  puisque 
l'une  et  l'autre  s'expriment  par  des  fonctions  holomorphes  des  x' . 
Et  cela  resterait  vrai,  que  l'on  adopte  la  transformation  du  n"  30, 
ou  la  méthode  usuelle  du  n"  44. 

Mais,  dans  ce  dernier  cas,  la  partie  complémentaire  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  prend  une  forme  particulièrement  simple  ;  il  en 
est  de  même,  d'ailleurs,  dans  le  cas  particulier  examiné  au  n"  40. 

Cette  partie  complémentaire  est,  en  effet, 

minH,    ,     ,  ,     ,  ,     ,  . 

pour  l'une  des  planètes,  et 

mi  ni!,      ,     ,  ,     ,  '     '  N 

— T-^^  (.a^i  ^4 -I- arj -P5 -t- a^3  ^g  ). 

Posons 

Le  développement  de  •!  se  déduira,  d'une  manière  particuliè- 
rement facile,  de  celui  des  x' . 

Observons  maintenant  que  dans  le  cas  du  mouvement  d'un  point 
attiré  par  une  masse  fixe  centrale  M,  on  a  les  équations  difteren- 

tielles 

(P  Xi  M  Xi 

OU 


^\xi  .^.,d^Xi 

ou  enfin 


r3     =-''d\^' 


Xi  _       m^  M3  d'^Xi 

Si  nous  voulons  appliquer  ce  résultat  à  la  planète  A",  il  faut 
remplacer  x^^  x.21  J^s  par  x\,  x'.-,,  x'.^^  v  par  AC,  \  et  L  par  \\  et  L,, 
m  et  M  par  m,  et  /?«,  +  in-,^  d'oii 

x'i     _  ^  m\(m^-^  m-jY  d^ x'j  _ 

ÀC3  -■  L\  d\\  (^-i>'^,  •^)- 
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On  obtiendrait  de  même 

x'i  in\  (  m4  -H  m-i  )3  d-  x'i 


BC3  Llj  d\% 


(t  =  4,  5,  G), 


si  nous  observons  qu'en  appliquant  la  formule  à  B",  il  faut  faire 
/•  =  BC,  puisque,  dans  la  méthode  usuelle,  la  planète  B  est  rap- 
portée au  Soleil  G. 

Si  nous  observons  alors  que  ^', ,  .r',,  r'.,  ne  dépendent  pas  de  X2, 
ni  ^'j,  j;'-,  ^'g  de  Tv,,  nous  aurons 

'^  )n\  in,^ ( mi  -+-  m-  )^   d-  J; 

et 

J;  ml  m i(m.^-+-  m-j  y  d^  <L 

m,,n,^= q d>\' 

ce  qui  nous  donne  les  expressions  des  parties  complémentaires 
cherchées. 

80.  Cas  de  la  transformation  du  n"  26.  —  Si  l'on  adopte  la 
transformation  du  n°  26,  nous  avons  vu  au  n"  43  que  la  partie 
complémentaire  a  pour  expression 

'^a  =  -^  (  y,  74  ^y'-i  y'o  ^-73  7o  ), 
//J7 

et  en  employant  les  formules 

_  m*M2  dxi 

du  n*^  69  et  les  appliquant  aux  planètes  A"  et  B",  nous  trouvons 

m'y- ni\- m'j  m'I  m'^      d-<\i 
13=- 


LfL|  dlidh^ 

86.  Symétrie.  —  La  formule  (10)  peut  recevoir  de  notables  sim- 
plifications par  suite  de  considérations  de  symétrie.  En  premier 
lieu,  la  fonction  perturbatrice  ne  doit  pas  changer  quand  on  rem- 
place la  figure  formée  par  les  deux  orbites  osculatrices,  les  planètes 
fictives  A',  B'  et  les  corps  réels  A,  B,  G  par  une  figure  symétriqvie 
par  rapport  au  plan  des  .r,  .«3.  Or  cela  revient  à  changer  les  signes 
de  tous  les  angles  À  et  to,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  n"  71. 
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Le  développement  (lo)  ne  doit  donc   pas    changer   quand    on 

change  tous  ces  signes;  il  ne  contient  donc  que  des  cosinus,  ce  qui 

revient  à  dire  que 

/i  =  0. 

Ce  résultat  peut  encore  s'énoncer  autrement  si  l'on  met  le  déve- 
loppement sous  la  forme 

N^  A  cos  (  A-i  X 1 -H  A-2  X2 -I- A  )  OÏL. 

Sous  cette  forme,  la  constante  h  doit  être  é^ale  à  zéro  ou  à  - 

suivant  que  le  monôme  OÏL  est  d'ordre  pair  ou  impair  par  rapport 
aux-/]. 

87.  La  fonction  perturbatrice  ne  changera  pas  non  plus  quand 
on  fera  tourner  la  figure  dont  il  vient  d'être  question  d'un  angle 
quelconque  e  autour  de  l'axe  des  x^^. 

Or,  comme  nous  l'avons  vu  au  n"  70,  cela  revient  à  augmenter 
toutes  les  longitudes  de  e,  c'est-à-dire  à  changer  les  \  en  A  -h  e,  et 
les  (o  en  to  —  s. 

Dans  ces  conditions,  le  développement  (10)  ne  doit  pas  être 
altéré,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  entiers  A"  et/?  doivent  satisfaire 
à  la  condition 

88.  La  fonction  perturbatrice  ne  changera  pas  quand  on  rem- 
placera cette  même  figure  par  une  figure  symétrique  par  rapport 
au  plan  des  x^x■J>. 

Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n"  7!2,  cela  revient  à  changer 
le  signe  des  variables  obliques  Ço?  'fï-ii  ^4?  f\'f  Le  développement 
de  F,  suivant  les  puissances  des  ^  et  des  t),  ne  contiendra  que  des 
termes  de  degré  pair  par  rapport  à  ces  variables  obliques. 

Ou  bien  encore  cela  revient  à  changer  coo  et  W4  en  0)2-!-'*^  et 
10/,  H- 71,  et,  comme  le  développement  (10)  ne  doit  pas  être  altéré, 
cela  veut  dire  que 

est  toujours  pair. 

89.  Homogénéité.   —  La  fonction  F  est  homogène  de  degré  —  i 
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par  rapport  aux  grands  axes  et,  par  conséquent,  homogène  de 
degré  —  2  par  rapport  aux  L  et  aux  p.  Il  en  résulte  que,  dans  le 
développement  (10),  le  coefficient  A  est  homogène  de  degré 

par  rapport  aux  L. 

90.  Intégrales  des  aires.  —  Que  deviennent  les  intégrales  des 
aires  avec  nos  nouvelles  variables?  Nous  avons  vu,  au  n"  23,  que 
ces  intégrales  conservent  la  même  forme  quand  on  passe  des  va- 
riables a:  et  y  aux  variables  x'  et  y',  de  telle  façon  que  chaque 
composante  du  vecteur  des  aires  est  la  somme  de  la  composante 
correspondante  du  vecteur  des  aires  relatif  à  la  première  planète 
fictive  A',  et  de  celle  du  vecteur  des  aires  relatif  à  la  seconde  pla- 
nète fictive  B'.  D'autre  part,  le  vecteur  des  aires  est  le  même  à 
l'instant  t  pour  la  planète  A'  et  pour  la  planète  A",  puisque  à  cet 
instant  elles  ont  mêmes  coordonnées,  même  masse  et  même  vitesse. 

Elle  sera  la  même  également  pour  B'  et  pour  B". 

Or,  au  n°60,  nous  avons  vu  quelles  étaient  les  trois  composantes 
du  vecteur  des  aires  pour  une  planète  se  mouvant  d'après  les  lois 
de  Kepler;  ce  sont  : 


G  sin  i  sin6  =  —  ■'121/  L  —  pi ■ 


(li)  < 


—  G  sini  cos6  =  —  ^-i/  ^-'  —  Pi —       ' 
0  =  L  —  pi  —  .p2- 

On  voit  que  dans  les  deux  premières  de  ces  expressions  figurent 
à  la  fois  les  ^,  les  7]  et  les  0  ;  mais  il  serait  aisé  de  passer  de  là  soit 
à  une  expression  en  fonction  des  p  et  des  (o,  soit  à  une  expression 
en  fonction  des  ^  et  des  T|. 

Appliquons  ces  formules  aux  deux  planètes  A"  et  B"  qui  décrivent 
des  orbites  elliptiques.  Nous  verrons  que  les  trois  composantes  du 
vecteur  des  aires  sont 


■^21/Li— Pi  —  ^'      — ^21/ L]  — Pi— -^^      Li—  pi 


P2 


I  lO  CHAPITRE    IV. 

pour  A"  et 


—  1Q4\/  L-2  — P3—  ^'         — ^ii/  L2—  p3—  -j,        L3— p3  — pi 

pour  B",  de  sorte  que  les  intégrales  des  aires  s'écriront 


const., 


^'''-^  \    —  bl/Li  — Pi  — ^  —  ^^é/Lo  — ?3— ^  =  const., 

f  .  ^^  —  ^  p  =  const. 

La  dernière  des  équations  (12)  peut  s'obtenir  facilement  de  la 
manière  suivante  : 

Nous  avons  vu,  au  n°  87,  que  dans  le  développement  (10)  de  la 
fonction  perturbatrice  ^Fi  on  a 

On  a  donc 

et  comme  F  ne  diffère  de  [J.F,  que  par  le  terme  Fy  qui  est  indépen- 
dant des  \  et  des  to 

•S^d¥  _  ^  ^F 

^  d\  ~  Z^  d(x>  ' 

ou  à  cause  des  équations  (4) 

V^  __  V^   -n 
^dt         Z^dt    ~     ' 

ou  enfin 

91.  Supposons  que  l'on  prenne  pour  plan  des  x^x.^  le  plan  inva- 
riable, les  équations  (12)  se  simplifient.  En  effet,  les  seconds 
membres  des  deux  premières  équations  (12)  se  réduisent  à  zéro,  et 
alors  on  peut  déduire  de  ces  écjuations 

^i2         -r.C 
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Mo  =   W; 

et 

pan^i— pi—  Çj  =  pj  L.— ps  — 

L'équation  0)0=10,,  n'est  pas  autre  chose  que  la  propriété 
énoncée  au  n°  25,  sous  le  nom  à^él  uni  nation  des  nœuds. 

92.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  s'étend  sans  aucune  dif- 
ficulté au  cas  où  l'on  a  plus  de  trois  corps.  Il  en  est  ainsi  en  particu- 
lier des  résultats  du  n"  90.  Mais  ceux  du  n"  91,  de  même  que  ceux 
du  n°  25,  ne  seraient  plus  vrais  dans  le  cas  où  il  j  aurait  plus  de 
trois  corps. 

93.  Approximations  successives.  —  Comme  F=  Fo-t-  [J.F,  et 
que  F()  ne  dépend  que  des  L,  les  équations  (4)  du  n"  78  peuvent 
s'écrire 

[  d\^  „  dFi  dri  dF  ^  d\  dF ^ 

\   dt 

(4    OIS)         ' 

et  de  même  les  équations  (5)  du  n"  79  peuvent  s'écrire 

(5  his) 


d\  ' 

dr^            rfFj 
dt    ~^  17f  ' 
d\        dFo           dFi 
dt  ~   dL   ^  '""  dL  ' 

di 
dt 

dL  __ 
dt  ~ 

dF, 
-  '"  dl  ' 

dto           dFi 

dt   ~  '^   dp  ' 

dl        dFo        ,,  ^Fi 
dt         ^L     '    '    dL 

dp 

dt  ~~ 

dF, 

J'ai  supprimé  les  indices  i  pour  simplifier  l'écriture. 

Cela  posé,  voici  comment  les  équations  (4  bis^  ou  (5  bis')  peuvent 
s'intégrer  par  approximations  successives  en  profitant  de  la  peti- 
tesse du  paramètre  [j.. 

En  première  approximation,  nous  supposerons  tj.  =  o,  de  telle 
façon  que  les  L,  les  p,  les  to,  les  ^,  les  rj  seront  des  constantes  et  les 
X  des  fonctions  linéaires  du  temps. 

Ensuite,  dans  les  seconds  membres  des  trois  premières  équations 
(4  bis)  ou  (5  bis)\ç,  remplace  les  fonctions  inconnues  L,  X,  p,  to, 
(ou  L,  X,  ^,  rj)  parleurs  valeurs  trouvées  en  première  approxima- 
tion; ces  équations  me  donnent  alors  par  une  simple  quadrature  de 
nouvelles  valeurs  approchées  des  L,  p  et  co  (ou  des  L,  \  et  ■t\). 
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Dans  le  second  membre  de  la  quatrième  équation  (4  bis)  ou 
(5  bis)^  je  remplace  les  L,  p  et  w  (ou  les  L,  i  et  ti)  par  les  valeurs 
ainsi  trouvées,  et  les  "X  par  les  valeurs  de  première  approximation. 
J'ai  ainsi  par   quadrature  de  nouvelles  valeurs   approchées  des  À. 

Et  c'est  là  la  deuxième  approximation. 

Ensuite,  dans  les  seconds  membres  des  trois  premières  équa- 
tions (4  bis)  ou  (5  bis),  je  remplace  les  fonctions  inconnues  par 
les  valeurs  trouvées  en  deuxième  approximation  et  j'obtiens  ainsi 
pour  les  L,  p  et  oj  (ou  pour  les  L,  ç  et  'r\)  de  nouvelles  valeurs 
approchées  que  je  substitue  dans  le  second  membre  de  la  quatrième 
équation,  où  je  remplace  d'ailleurs  les  À  par'  les  valeurs  de  la 
deuxième  équation. 

Et  c'est  là  la  troisième  approximation. 

Et  ainsi  de  suite  ;  à  la  /i'^""^  approximation,  on  envisage  d'abord 
les  trois  premières  équations  ;  on  remplace  les  inconnues  dans  les 
seconds  membres  parles  valeurs  de  (/^ —  i)"^™*^  approximation,  et  l'on 
calcule  par  quadrature  les  valeurs  de  /^'<='"e  approximation  de  toutes 
les  inconnues,  sauf  des  À. 

On  prend  ensuite  la  quatrième  équation  ;  dans  le  second  membre, 
on  remplace  toutes  les  inconnues  par  leurs  valeurs  de  n"^"''^  approxi- 
mation, sauf  les  A  que  l'on  remplace  par  leur  valeur  de  [n  —  i)'eme 
approximation.  On  obtient  enfin  par  quadrature  les  valeurs  de 
^ieme  approximatiou  des  À. 

On  voit  qu'à  chacune  des  approximations  on  n'a  à  effectuer  que 
de  simples  quadratures. 

94.  Il  s'agit  de  se  rendre  compte  de  l'approximation  obtenue. 
Nous  allons  chercher  à  développer  nos  inconnues  suivant  les  puis- 
sances de  \K  et  de  voir  combien  à  chaque  approximation  nos  déve- 
loppements contiendront  de  termes  exacts. 

Pour  cela,  nous  nous  appuierons  sur  les  lemmes  suivants  : 

r'  Soient  deux  fonctions  développées  suivant  les  puissances  de  ij., 
leur  produit  sera  également  développable  suivant  les  puissances 
de  u,  et  si  l'on  remplace  ces  fonctions  par  des  développements 
dont  les  premiers  termes  seuls  sont  exacts,  de  telle  façon  que  le 
premier  terme  erroné  soit  le  terme  en  <^'\  le  développement  du 
produit  aura  aussi  ses  premiers  termes  exacts,  de  telle  façon  que  le 
premier  terme  erroné  soit  le  terme  en  [x". 
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2"  Ce  résultat  s'étend  immédiatement  à  un  polynôme  entier 
quelconque.  Soit  P  un  polynôme  entier  en  x,  j-,  3  ;  si  ^,  y,  z  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  [Ji,  il  en  est  de  même  de  P; 
et  si  l'on  remplace  x,  )*,  c  par  des  développements  approchés  où 
le  premier  terme  erroné  soit  en  jjl",  les  premiers  termes  du  déve- 
loppement de  P  seront  exacts,  de  telle  façon  que  le  premier  terme 
erroné  soit  le  terme  en  a". 

3"  Considérons  maintenant  une  fonction  quelconque  y"  (x,  y,  z). 
Soient  Xq,  jKo?  -^o  les  valeurs  de  x,  y  et  z  pour  ij.  =  o,  c'est-à-dire 
les  premiers  termes  des  développements  de  x^  y,  z  suivant  les 
puissances  de  u.  Je  dis  que  la  proposition  qui  précède  sera  encore 
vraie  si  la  fonction  /"est  liolomorplie  en  x,y,  z  pour 

.r  =  j"o,      y=yo,       -  = -j- 

Posons  en  effet 

la  fonction  f  étant  holomorphe  sera  développable  selon  les  puis- 
sances de  Sx,  S/,  oz.  On  pourra  donc  écrire 

où  y'o  contient  l'ensemble  des  termes  de  degré  moindre  que  /i  en  ox^ 
oy,  §5  et  /,  l'ensemble  des  termes  de  degré  au  moins  égal  à  /?  : 
alors  /"o  est  un  poljnome  auquel  s'applique  le  lemme  précédent. 

Supposons  maintenant  que  l'on  remplace  ox,  ùy,  ùz,  soit  par 
leurs  développements  exacts  suivant  les  puissances  de  [j.,  soit  par  des 
développements  dont  les  premiers  termes  seuls  soient  exacts,  le  pre- 
mier terme  erroné  étant  en  [j.".  Dans  les  deux  cas,  y,  /q  et  y,  seront 
développables  suivant  les  puissances  de  [j.;  de  plus,  comme  ox^  S/, 
oz  sont  divisibles  ])ar  ij.,  et  que  y,  ne  contient  que  des  termes 
d'ordre  n  au  moins  par  rapport  à  ûx,  Sk,  oz-,  cette  fonction  y,  sera 
divisible  par  ^" . 

Je  dis  maintenant  que  dans  les  deux  développements,  l'un  exact, 
l'autre  rapproché,  les  termes  de  degré  moindre  que  n  (c'est-à-dire 
les  termes  en  jjl'  où  /■<  n)  seront  les  mêmes.  Cela  est  vrai  pour  y, 
qui  est  un  poljnome  auquel  le  Icjnme  s'applique;  cela  est  vrai  pour 
y,  qui  est  divisible  par  [jl",  et  qui  par  conséquent  ne  contient  pas 
de  terme  de  degré  moindre  que  /i  en  tji.  Cela  est  donc  vrai  de  /'. 
P.  —  I.  S 
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Ainsi  dans  le  développement  approché  de  /,  le  premier  terme 
erroné  est  le  terme  en  jji",  ou,  comme  nous  le  dirons  plus  briève- 
ment, l'erreur  est  de  l'ordre  de  t^'^. 

95.  Il  s'agit  d'appliquer  ces  lemmes  à  la  question  qui  nous 
oeewpe.  Gela  est  possible,  car  Fq  et  F,  sont  des  fonctions  bol©- 
morphes  de  nos  inconnues  X,  L,  p,  to  (ou  X,  L,  H,  t])  et  il  en  est  de 
même  de  leurs  dérivées. 

Je  vois  d'abord  qu'à  chaque  approximation  nous  trouverons 
pour  nos  inconnues  des  expressions  développables  suivant  les  puis- 
sances de  p..  Et  en  effet,  si  cela  est  vrai  en(n  —  r  "*'"")  approximatio^n, 
quand  nous  substituerons  dans  les  seconds  membres  des  équations 
(4  bis)  ces  valeur  approchées  développables  suivant  les  puissances 
de  a,  ces  seconds  membres  seront  eux-mêmes  après  cette  substi- 
tution développables  suivant  les  puissances  de  [je,  et  il  en  sera  de 
même  des  nouvelles  valeurs  approchées  des  inconnues,  qui  se 
déduisent  de  ces  seconds  membres  par  quadrature. 

Si,  dans  nos  développements  appi-ochés  des  inconnues,  le  pre- 
luier  terme  erroné  est  en  ji.'^,  et  si  nous  substituons  ces  dévelop- 
pements approchés  dans  F,,  le  développement  de  F,  aura  ses 
premiers  termes  exacts,  d'après  le  lemme,  et  le  premier  terme 
erroné  sera  en  [j."  ;  pour  [aF,,  le  premier  terme  erroné  sera  en 
a"+',  et  de  même  pour  la  même  raison,  si  F',  est  une  ejuelconque 
des  dérivées  partielles  de  F|,  l'erreur  commise  sur  jjtF',  sera  de 
l'ordre  de  |j(."+'. 

Sur  Fo,  ou  sur  une  quelconque  des  dérivées  partielles  de  F», 
Terreur  commise  sera  de  l'ordre  de  ^". 

Après  la  première  approximation,  l'erreur  commise  sur  les 
inconnues  est  de  Tordre  de  jj.. 

Passons  à  la  seconde  approximation.  Substituons  ces  premières 
valeurs  approchées  dans  les  seconds  membres  des  trois  premières 
équations  (4  bcs)  ou  (5  bis)  qui  sont  de  la  forme  [Jt-F'^.  L'erreur 
commise  sur  ces  seconds]  membres  sera  de  l'ordre  de  [jl^,  et  il  en 
sera  de  même  de  l'erreur  commise  surles  nouvelles  valeurs  appro- 
chées des  L,  p,  0)  (ou  L,  ^,  tj). 

Substituons  ces  nouvelles  valeurs  approchées  dans  le  secorad 
mem^bre  de  la  efuatrième  équation  et  rempiaçons-jen  même  temps 
les  \  par  leurs  valeurs  de  première  approximation.  Nous  faisons 
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sur  ies  unes  une  erreur  de  l'ordre  de  p.*,  sur  les  autres  une  erreur 

de  l'ordre  de  [jl.  L'erreur  commise  sur  \>--jf  sera  donc  de  l'ordre 

dF 
de  [JI.2.  Quant  à  l'erreur  sur    -^    elle  sera  également  de  l'ordre 

de  a-,  car  -jp  ne  dépend  que  des  L  et  l'erreur  sur  les  L  est  de 

l'ordre  de  [i.^.  L'erreur  sur  le  second  membre  de  notre  quatrième 
équation  et,  par  conséquent,  sur  les  nouvelles  valeurs  approchées 
des  \  sera  donc  aussi  de  l'ordre  de  [j.-. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  qu'à  la  troisième  approxi- 
mation l'erreur  sur  les  seconds  membres  des  trois  premières 
équations  est  de  l'ordre  de  |j.'',  l'erreur  sur  les  nouvelles  valeurs 
approckées  des  L,  p,  w  de  l'ordre  de  [x^.  et  enfin  que  l'en^eur  sur 

iK—TT^,  sur  —TT^  et,  par  conséquent,  sur  le  second  membre  de  la 
»    dL  dL  '  * 

quatrième  équation  et  sur  les  nouvelles  valeurs  approchées  des  À, 

est  aussi  de  l'ordre  de  [j.^. 

En  résumé,  après  la  n^ème  approximation,  V erreur  commise 

sur  nos  inconnues  est  de  U ordre  de  ij.". 

96.  Dans  la  méthode  d'approximations  du  n"  93,  nous  substi- 
tuons à  la  place  de  nos  inconnues,  dans  les  seconds  membres  de 
nos  équations,  des  développements  obtenus  d'une  certaine  manière. 
Mais  il  n'y  a  là  rien  d'essentiel.  Supposons  que  dans  les  seconds 
membres  des  trois  premières  équations  (4  bis),  nous  ajons  sub- 
stitué à  la  place  des  inconnues  d'autres  développements  pourvu  que 
le  premier  terme  erroné  soit  de  l'ordre  de  a". 

L'analyse  du  n°  9o  nous  montre  immédiatement  que  ces  équa- 
tions noiis  auraient  donné  pour  les  L,  les  p  et  les  w  de  nouveaux 
développements  approchés  où  le  premier  terme  erroné  serait  eu 

Prenons  ensuite  la  quatrième  équation  (4  bis);  dans  le  second 
membre,  substituons  à  la  place  des  L,  des  p  et  des  w  ces  nouveaux 
développements  et  à  la  place  des  X  les  anciens  développements  oii 
l'erreur  est  de  l'ordre  de  u.".  Ici  encore  nous  verrions  immédiate- 
ment, par  l'analyse  du  n"^  95,  que  l'équation  nous  donnerait  pour 
les  A  de  nouveaux  développements  approchés  où  le  premier  terme 
erroné  serait  en  ul"+'. 

Dans  la  conduite  de  nos  approximations,  nous  pouvons,  comme 
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d'ailleurs  le  bon  sens  l'indique,  laisser  de  côté  les  ternies  erronés 
de  nos  développements,  en  ne  conservant  que  les  termes  exacts. 

A  la  n^^'"^  approximation,  nous  substituons  dans  nos  seconds 
membres  nos  développements  approchés,  et  nous  obtenoijs  pour 
ces  seconds  membres  eux-mêmes  des  développements  que  nous 
pouvons  ari'êter  au  terme  en  p."~^',  puisque  les  termes  suivants  sont 
erronés. 

Dans  le  second  membre  de  la  quatrième  équation,  nous  avons 

deux  termes  -77^  et  ix-yt-;  dans  le  second  terme,  il  suf'fii^a  de  sub- 
dL        '    dL 

stituer  à  la  place  des  inconnues  leurs  anciens  développements  qui 

sont  exacts  jusqu'au  terme  en  p.'^"-  inclusivement;  l'erreur  commise 

dans  le  développement  de  [j.  -rp  sera  encore  de  l'ordre  de  ul". 

Mais,  dans  le  terme  -yp?  il  faudra  remplacer  les  L  (je  dis  les  L 
parce  que  -tt-"  ne  dépend  que  des  L  j  par  leurs  nouveaux  dévelop- 
pements, exacts  jusqu'au  terme  en  [jl"~'  inclusivement,  que  l'on  a 
obtenus  à  l'aide  des  trois  premières  équations. 

97.  Il  convient  de  préciser  davantage.  Considérons,  par  exemple, 
les  équations  (5  bis).  Je  suppose  que  nous  envisagions  la  solution 
particulière  de  ces  équations  telle  que,  pour  ^  =  0,  les  inconnues 
L/,  "^H:  Çij  '/^i  aient  pour  valeurs  initiales 

T  n        -,  0        )•  »  Il 

et  que  nous  nous  proposions  de  développer  cette  solution  suivant 
les  puissances  de  [jl. 

En  premièi'C  approximation  nous  auroils 

où  ni  est  une  constante  qui,  conformément  aux  formules  du  mon- 
\ement  elliptique,  est  égale  à 

M/ 

où  nous  avons  posé,  comme  au  n"  82, 

M ,  =  mV'  (  /«i  -î-  /'«7  )-  =  'n'i  '«1  /"t  ' 
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En  /i"''"''  approximation  nous  aurons 


(li) 


et 


'dF,  ,,  ,       r'dF, 


(n)  ,,,=  ,,.  +  1^.,,^,^^    _J,„. 

Dans  les  intégrales  qui  llgurent  dans  les  seconds  membres  des 
équations  (i4)  on  remplace  les  inconnues  par  les  valeurs  obtenues 
en  (n —  i^'ènie  approximation.  On  fait  de  même  pour  la  seconde  inté- 
grale du  second  membre  de  (i5),  tandis  cjue  pour  la  première  inté- 
grale, où  figui^e  sous  le  signe    /   une  fonction  ne  dépendant  que 

des  L,  nous  y  remplacerons  les  L  par  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  (i4)- 


(2) 


CHAPITRE  Y. 

APPLICATION  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAGRANGE. 


98.  Nous  avons  vu,  à  la  lin  du  Gliapilre  pi'écédent,  que  nos 
équations  peuvent  s'intégrer  par  approximations  successives  et  que 
ces  approximations  peuvent  se  faire  par  de  simples  quadratures. 
Toutes  les  quadratures  que  nous  serons  conduits  à  faire  dans  l'ap- 
])licatioa  de  cette  méthode  seront  de  la  forme 

/  PlI'"-  cos(v#  +  h)  dt, 

où  m  est  un  entier  positif  ou  nul.  A,  v  et  h  des  constantes. 
Nous  avons  d'abord,  pour  m  =  o, 

(i)  /  cos(v^-i- //)  t/^  =  !^ '-, 

J  '' 

et,  d'ailleurs, 

/  e'v'  dt  =  -^• 
J  iv 

Si  nous  diflférentions  cette  dernière  équation  m  fois  par  rapport 
à  V  et  que  nous  divisions  par  i"\  il  vient 


/  f'^ei^^tclt 


piigivt  ,yi[  im-lf,i\t  „il  fm-2giwe 


(m  —  1) .  V-  {m  —  2) 


/H— 2  _)_  i'n—1 


il       y  m  1!     ^;;/^+l 

ou  en  multipliant  par  Ae'^  et  prenant  la  partie  réelle 

/  At"i  cos(v^-i-  h)d/ 

=  î^ ^  -i-rtiAt'"-^ ^— —m(m  —  i)Ai"'-- ^ — 

I  »  cos ,  ,         I 

±  m  !  A    .     (vt-\-  h) . 

sin  ^  ^  v"'+' 
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Le  terme  général  du  développement  est 

,  ,  cos,    ^       ,     t'"-f 

OÙ  l'on  doit  prendre 

-i-sin,     -i- cos,     — sin,     — c<j)s, 

suivant  que 

/)  =  o,     1.     -2,     3         (mod4;. 

On  remarquera  la  présence  de  v  au  dénominateur.  Les  formules 
j)récédentes  deviennent  donc  illusoires  dans  le  cas  où  v  =  o;  elles 
doivent  être  remplacées  par 

(  3  )  [a  dt  =  A  ^.  /A  ^'«  dt  =  — ■ ^'"+1. 

99.  Appliquons  ces  principes  au  problème  qui  nous  occupe, 
c'est-à-dire  à  l'intégration  des  équations  (5  bis)  du  n"  93.  Nous 
avons  vu  au  n°  83  que  {J-Fj  et  F  peuvent  se  développer  suivant  les 
puissances  des  ^,  des  y)  et  des  cosinus  et  sinus  des  multiples  des  1, 
il  en  est  de  même  des  dérivées  partielles  de  F  par  rapport  aux  L, 
aux  A,  aux  ^  et  aux  ri.  Les  seconds  membres  des  équations  (5  bis) 
seront  donc  développables  sous  la  forme 

(  4  )  Va  cos  (  /ci  Xi  H-  A-2  Xa  -T-  A)  DTl  , 

où  A  et  h  sont  des  constantes  ne  dépendant  que  des  L,  où  les  k 
sont  des  entiers  et  Dit  un  monôme  entier  par  rapport  aux  ^  et  aux  ?). 

La  constante  h  est  d'ailleurs  égale  à  o  ou  à  ^  -?  d'après  le  n°  86. 
En  première  approximation  nous  avons 

T      tO  I-     iO  .,     .,0  •)      n  .f  "i^ 

Lii  —  Lji  ,  Ç;  —  %i  ■  i,i  —    '((■  )  '^[  —  'l-i  t  -r-  A,  • 

Si,  appliquant  la  règle  des  n"'  93  ou  97,  nous  substituons  ces 
valeurs  dans  les  seconds  membres  des  trois  premières  équa- 
tions (5  bis),  ces  seconds  membres  prendront  la  forme 

V  B  cos(v^  -+-  h'), 
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OÙ  B  et  II  sont  des  constanles  et  où 

V  ^  kl Hi -+-  k^riy. 

Nous  pourrons  alors  intégrer  nos  équalions  à  l'aide  des  for- 
mules (i)  ou  (3)  et  nous  trouverons  pour  nos  inconnues  L/,  ^^et'/^j 
de  nouveaux  développements  où  nous  aurons  des  ternies  en 
sin(v;  H-  II')  et  des  termes  en  t. 

Passons  à  l'équation  (i5)  du  n"  97: 


'f/Fo  ,       r'r/Fi 


-'^■-1  ^"'-d 


dl 


dt. 


Dans   -tA n    nous   devons  encore  suljstiluer    à   la    place  de    nos 

inconnues  leurs  valeurs  approchées  L)',  ^",  yi",  nit-\-\\\  nous 
obtiendrons  ainsi  pour  A/  des  termes  en  t  [provenant  de  l'appli- 
cation de  la  formule  (3)]  et  des  termes  en  sin(v^  +  A')  [provenant 
de  Tapplication  de  la  formule  (i)]. 

dY      .  - 

Dans  -—>  il  faut,  d'après  la  règle  du  n"  97,  substituer  aux  L/ 

les  nouveaux  développements  que  nous  venons  de  trouver.  Soient 

ces  nouveaux  développements. 

Les  SL;  sont  développables  suivant  les  puissances  de  [Jl,  et  comme 
on  a,  d'ailleurs, 

>T  C^ dY ^   . 

oL/  =  — [a  /     -jy  dt,  I 

et  que  dans  -^  les  inconnues  ont  été  remplacées  parleurs  valeurs 

approchées  indépendantes  de  (x,  on  voit  aisément  cjue  le  dévelop- 
pement de  oL,  se  réduit  à  un  seul  terme,  le  terme  en  [j.. 

Pour  L/=  L",   ^j~  se  réduit  à  ni.  D'ailleurs,  pour  L,  =  L^-  -h  oL/, 

la  dérivée  -jr^  peut  se  dévelopj^er  suivant  les  puissances  des  oL^- 

sous  la  forme 

d\^i  dL,  dLi  dL,  tli^i 

Dans  ce  développement,  nous  pouvons  négliger  les  termes  du 
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second  degré  ou  de  degré  supérieur,  parce  qu'ils  sont  de  l'ordre 
de  jji.^,  et  si  nous  observons,  d'autre  part,  que,  d'après  la  forme 
deFo(c/.  n°82),  on  a 

cI'-Fo     _  d'Fo  _  dm 

'dûd^:,  -  °'  TiJ  ~  dVi  ' 

nous  pouvons  écrire 

dV  ^  dm  ^, 

d'où 

'     d¥^^  du,-      r 


f  §ldf  =  mt-^^  f  dUdi. 


J'ai  pu  faire  sortir  — — ^  du  signe   /  ;  c'est,  en  effet,  une  constante; 

car  les  déin\ées  successives  de  Fo,  quand  on  j  a  remplacé  les  L^- 
par  les  constantes  L",  se  induisent  à  des  constantes. 

Nous  avons  vu  que  3L/  contient  des  termes  en  sin(vi+  h')  et 
peut  contenir  des  termes  en  t.  Nous  verrons  bientôt  que  ces  termes 
en  t  ne  peuvent  se  rencontrer  que  si  le  rapport  des  moyens  mou- 

A^ements  —  est  commensural^le;  c'est  là  la  propriété  connue  sous 

le  nom  à^ invariabilité  des  grands  axes. 

Cela  nous  donnera  dans   /  oïjidt  et,  par  conséquent,  dans  A;  des 

termes  en  cos(v^  +  h),  des  termes  en  i;  il  pourra  j  avoir  aussi  des 
termes  en  t-  [par  application  de  la  formule  (3)]  mais  seulement 
si  SL/  contient  des  termes  en  t,  c'est-à-dire  si  le  rapport  des 
moyens  mouvements  est  commensurable. 

C'est  là  la  deuxième  approximation  (pii,  à  cause  de  la  petitesse 
des  masses  perturbatrices,  est  suffisante  pour  les  besoins  de  la 
pratique  dans  le  plus  grand  nombre  des  applications. 

100.  Nous  voulons  néanmoins  pousser  l'approximation  plus 
loin  et  voir  quelle  est  la  forme  générale  des  termes  de  nos  déve- 
loppements. 

Je  dis  que  tous  nos  termes  seront  de  la  forme 

(5)  At'"  cos{vt  +  h), 
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OÙ  m  est  un  entij&r  positif  ou  nul,  A  el  li  des  constantes  et  où 

les  A"  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs. 

J'observe  d'abord  que  le  produit  de  deux  quantités  de  la 
forme  (5)  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  (5)  et  j'en  conclus 
qu'un  polynôme  entier  par  rapport  à  plusieurs  quantités  de  la 
forme  (5)  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  (5). 

Plus  généralement,  soit  /"une  fonction  développable  suivant  les 
puissances  de  x^y,  z\  ?,ïx^y^  z  sont  développables  en  séries  de 
termes  de  la  forme  (5),  la  fonction  /  sera  elle-même  développable 
en  une  série  de  termes  de  la  forme  (5). 

Si,  en  effet,  dans  le  développement  de  /  suivant  les  puissances 
de  x^  jK,  ^,  je  substitue  à  la  place  de  x^  y,  z  leurs  développements, 
le  résultat  de  cette  substitution  sera  une  série  dont  chaque  terme 
sera  un  produit  d'expressions  de  la  forme  (5). 

Le  n"  98  nous  montre  ensuite  que,  en  intégrant  par  rapport  à  t 
une  expression  de  la  forme  (5),  on  obtient  encore  une  somme  de 
termes  de  la  forme  (5),  car  il  est  utile  de  faire  observer  que 


si  n  (  V  ^  -i-  A  )  =  cos  I  V  f  -h  A  —  -  )• 

Gela  posé,  envisageons  les  déri\ées  partielles  de  F|  et  de  F(,  qui 
figurent  dans  les  seconds  membres  de  nos  équations.  Posons 

Les  dérivées  partielles  de  F,  ou  de  Fy  pourront  se  développer 
suivant  les  puissances  des  oL,  ô^,  ot-j,  SX,  sous  la  forme 

où  OIL'  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  3L,  ô^,  ov],  ù\.  Quant 
aux  coefficients  B,  ce  seront,  d'après  la  formule  de  Tajlor,  des  dé- 
rivées partielles  d'ordre  supérieur  de  F,  ou  de  Fo,  où  les  L,  ^,  r^ 
et  A  doivent  être  remplacés  par  leurs  valeurs  approchées 

Les  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque  de  F,  el  Fq  peuvent, 
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comme  ces  fonctions  elles-mêmes,  se  mettre  sous  la  forme  (4)  du 
n"  99,  c'est-à-dire  sous  la  forme 

2  -^  cos  ( /ti  À,  +  A-2 X2  +  A  )  DK . 

Si  l'on  y  remplace  les  inconnues  par  leurs  valeurs  approchées, 
ces  expressions  se  réduiront  à  une  somme  de  termes  de  la  forme  (5), 
car  A  et  DM.  se  réduiront  à  des  constantes  et  /f,  X)  -H  ^2^2  +  ^^  1^1 

V  ^  -h  /(  ' 

où 

V  =  Al  n  1  -+-  k.2  iH  '         /'  '  =  A  -f-  /m  a  »  +  X-j  X|  . 

Nos  coefficients  B  sont  donc  des  sommes  de  termes  de  la  forme  (5). 
Je  dis  t[ue  5L/,  5;/,  87]/,  §)./,  quelc|ue  loin  que  l'on  pousse  l'ap- 
proximation, ne  contiendront  que  des  termes  de  la  forme  (5).  En 
efFet,  je  suppose  que  cela  ait  été  démontré  pour  la  z?'*^""^  approxi- 
mation, et  je  vais  montrer  que  cela  est  encore  vrai  à  la  (n  +  lyènie 
Considérons,  en  effet,  d'abord  les  trois  premières  équations  (5  bis) 
du  n"  93.  Les  seconds  membres  sont  de  la  forme  /  B;}lV  et,  dans 

le  monôme  S]V,  on  doit  remplacer  les  oL,  .  .  .  par  leurs  valeurs  de 
,^ieme  .^approximation.  Par  hypothèse,  ces  valeurs  se  réduisent  à 
une  somme  de  termes  de  la  forme  (5).  Donc  DfJ  sera  aussi  une 
somme  de  termes  de  la  forme  (5)  et,  comme  il  en  est  de  même  du 

coefficient  B,  il  en  sera  de  même  de  %  Boil'. 

Nos  seconds  membres  sont  donc  des  sommes  de  termes  de  la 
forme  (5)  et,  en  intégrant  par  rapport  à  t,  nous  voyons  que  les 
nouvelles  valeurs  des  5Lj,  ô^/,  or,/,  c'est-à-dire  leurs  valeurs  de 
(n  -h  i)"^""^  approximation,  sont  encore  de  la  même  forme. 

Prenons  enfin  la  quatrième  équation  (5  bîs)  du  n°  93.  Dans  le 
second  membre,  il  faut  substituer  à  la  place  des  SL/,  3^;,  Sri/  les 
valeurs  de  (n  -(- 1)'^"^''  approximation  et,  à  la  place  des  SX/,  les  valeurs 
de  Az"'™^  approximation.  Toutes  ces  valeurs  sont  des  sommes  de 
termes  de  la  forme  (5  ). 

On  en  conclurait,  comme  plus  haut,  que  le  second  membre  est 
une  somme  de  termes  de  la  forme  (5),  et,  en  intégrant,  que  la 
nouvelle  valeur  de  SX/,  c'est-à-dire  sa  valeur  de  (/^  -|-  i'^"»'')  approxi- 
mation, est  encore  une  somme  de  termes  de  la  forme  (5). 

c.    Q.    F.    D. 
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101.  Petits  diviseurs  —  On  voit,  en  se  reportant  au  n°  98, 
que,  par  suite  des  intégrations,  le  coefficient  v  figure  au  dénomi- 
nateur. Il  en  résulte  que,  si  v  =  o,  les  formules  (i)  et  (2)  de- 
viennent illusoires  et  qu'on  doit  recourir  aux  formules  (3).  Mais 


V   =  X"|  «i   -I-  /o  71  0. 

Donc  V  ne  peut  s'annuler  que  si   le  rapport  —  est  commcnsu- 


11 
rable  ou  si 

A-i=/.o=o. 


Or,    la    probahilité    pour   que    le    rapport   —    soit    exactement 

commensurable  est  infiniment  petite.  Nous  pouvons  donc  toujours 
supposer  que  ce  rapport  est  incommensurable  et,  par  conséquent, 
que  V  ne  peut  s'annuler  que  quand  les  deux  coefficients  k  sont  nids 
à  la  fois. 

Mais  si  ce  rapport  ne  peut  être  exactement  commensurable,  il 
peut  être  à  peu  près  commensurable  ;  dans  ce  cas,  v  peut  s'annuler, 
mais  peut  devenir  très  petit.  Si  v  de\ient  très  petit,  les  termes  qui 
contiennent  v  ou  une  puissance  de  v  au  dénominateur  deviennent 
très  grands. 

On  dit  alors  que  ces  termes  sont  très  grands  par  suite  de  la 
présence  d'un  petit  diviseur. 

Il  peut  j  avoir  pour  chaque  valeur  de  —  une  infinité  de  petits 
diviseurs.  Supposons,  en  effet,  que  nous  réduisions  -  en  fraction 
continue  et  soit  --  une  des  réduites  successives;  l'expression 

où  les  a  sont  des  entiers,  est  très  petite;  à  chaque  réduite  corres- 
pond donc  un  petit  diviseur;  il  y  en  a  donc  une  infinité. 

Mais,  dans  la  pratique,  on  n'aura  jamais  à  envisager  que  les 
premiers  termes  des  développements,  c'est-à-dire  ceux  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  relativement  petites  des  entiers  A,  et  Ao. 
Les  premières  réduites   pourront  donc  seules  entrer  en   ligne  de 

compte;  et  le  plus  souvent,  si  le  rapport  —  n'est  pas  très  près  d'une 

valeur  commensurable   simple,    c'est-à-dire   du    rapport  de   deux 
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eiiliers  petits,  il  arrivera  (|ue  l'expression 

a-iiii  —  ai  ii-i 

ne  sera  pas  extrêmement  petite;  car  les  expressions  analogues  sont 
d'autant  plus  petites  qu'elles  correspondent  à  des  réduites  de  rang 
plus  élevé.  Dans  ce  cas,  nous  n'aurons  pas  à  nous  inquiéter  des 
petits  diviseurs. 

Si,  au  contraire,  le  rapport—  est  très  voisin  d'une  valeur  com- 
mcnsurable  simple,  l'expression 

correspondant  à  l'une  des   premières  réduites,  sera  extrêmement 

petite.  Mais  alors  il  se  présentera  la  circonstance  suivante.  Soit  ^ 

la  réduite  suivante;  je  dis  que  les  entiers  ,3i  et  ^o  seront  extrê- 
mement grands,  de  sorte  qu'on  n'aura  pas  à  considérer  le  petit 
diviseur 

P,«i—  Si/?2 

qui  ne  figurera  pas  dans  les  termes  du  développement  que  l'on 
conserve. 

Soit,  en  effet,  -  la  réduite  qui  précède  —  :  la  théorie  des  frac- 
lions  continues  nous  apprend  qu'on  aura 

'^i  =  72-1-  5'2«5 

(i  désignant  le  quotient  incomplet  correspondant.  Si  nous  posons 

U-i  Y2  "^  2C2-6' 

on  sait  que  a  est  la  partie  entière  de  x  de  telle  façon  que  x  —  a  est 
compris  entre  zéro  et  un.  On  a  alors 

^  ^    Tl^2—  Y2/il  ^ 

7.2  «1  —  ai  /io 

Par  hypothèse  le  dénominateur  y-^iii  —  aj/io  est  extrêmement 
petit,  donc  x  et,  par  conséquent,  a  sont  extrêmement  grands.  Il 
en  est  donc  de  même  de  3,  et  de  So.  c.   q.   r.    n. 
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^1 


Nous  n'aurons  donc  à  nous  inquiéter  ni  de  la  réduite. ê^  ni  a 

P2 

fortiori  des  réduites  suivantes.  Donc,  dans  la  pratique,  nous 
aurons  au  plu  &  à  nous  inquiéter  d'un  seul  petit  diviseur. 

Si,  au  lieu  de  trois  corps,  nous  en  avions  un  plus  grand  nombre, 
quatre  par  exemple  (c'est-à-dire  trois  planètes),  nous  aurions 

V    =    ky  lly  -f-  /."2  «2  4-  />";i  "3- 

La  condition  que  le  rapport  —  soit  incommensurable  devrait  être 

remplacée  par  la  suivante  :  qu'il  n'y  ait  entre  les  trois  moyens 
mouvements  /?,,  n-^  et  ^23  aucune  relation  linéaire  à  coefficients 
entiers. 

10i2.  Forme  des  développements.  —  Considérons  maintenant 
nos  inconnues  comme  fonctions  des  valeurs  initiales  \\  et  r,^  des  \i 
et  des  't\i.  Je  dis  c^^elles  seront  développables  suivant  les  puis- 
sances croissantes  des  i°  et  des  t)". 

En  effet,  cela  est  vrai  en  première  approximation  où  l'on  a 
simplement  \i=  if,  'r\i=  t,",  tandis  que  les  L/  et  les  )./  sont  indé- 
pendants des  ç)*  et  des  vi".  Il  suffit  donc  de  montrer  que,  si  cela  est 
vrai  en /r''^'"'^  approximation,  cela  est  vrai  également  en  (/i  -|-  i)'^"^. 
Considérons  d'abord  les  trois  premières  équations  (5  bis)  dun^OS 
dont  les  seconds  membres  sont  de  la  forme 


Nous  avons  moffltré  gtie  les  coefficieMs  B  e^x-mêmes  siont  de  la 
forme 

^  A  cos  (/îi  Xi  -4-  /:«  X2  -4-  /i)  OÏL , 

où  l'on  doit  remplacer  les  L/,  ^z,  r,/,  \i  par  leurs  valettrs  appro- 
chées L°,  i",  71°,  fîit'i-'k^.  Alors  511,  qui  est  un  monôme  entier  par 
rapport  aux  ç/  et  aux  v]/,  deviendra  un  monôme  entier  par  rapport 
aux  i"  et  aux  ■/]'■,  et,  comme  les  autres  facteurs  ne  dépendent  pas 
des  i"  et  des  r,^^,  nous  voyons  que  les  B  sont  développables  suivant 
les  puissances  des  i"  et  des  tj". 

Quanta  Oit'',  c'est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  8L,  â|,  ût;, 
OA,  où  ces  expressions  doivent  être  remplacées  par  leurs  valeurs 
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de  n'è'"«  approximation.  Or,  ces  valeurs,  par  hypothèse,  sont  déve- 
loppables  suivant  les  puissances  des  l'^  et  des  vi".  Il  en  sera  donc 
de  même  de  D]V  et,  par  conséquent,  de  nos  seconds  membres 

Si  nous  intégrons,  nous  verrons  que  les  valeurs  de  (n  -\-  ly^^^^ 
approximation  des  L,  ^,  ri  sont  développables  suivant  les  puissances 
des  l^  et  des  r,".  En  raisonnant  sur  la  quatrième  équation  (5  bis) 
comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  trois  premières,  on  verrait 
qu'il  en  est  encore  de  même  des  valeurs  de  (n  -+-  ly^'»*^  approxima- 
tion des  )w 

Nos  développements  seront  donc  de  la  forme 

(6)  V  !J.aA01Io^'"cos(vf  +  A), 

OÙ  OlLo  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  ^'^  et  aux  '/]^  et  où  A 
et  h  sont  des  constantes  ne  pouvant  dépendre  que  des  L^^  et  des  X)'. 
Comme  nos  expressions  sont  développées  suivant  les  puissances 
de  pt,  nous  avons  en  facteur  une  puissance  de  y.  que  j'ai  mise  en 
évidence.  Posons 

^?  =  \/2p9  cosoj^,         7)9  =  y/2 p^  sinw?; 

les  p^  et  les  oj"  sont  les  valeurs  initiales  des  0/  et  des  Wj.  En  rai- 
sonnant comme  au  n^ôQ  on  verrait  que  notre  développement  peut 
également  se  mettre  sous  la  forme 

(7)  ViJi«ApO'7<pO'7'pO'73pO^<74cos/vf-+- V  jo,wP  +  /îY 

où  A  et  k  dépendent  seulement  des  L^^  et  des  X"  et  où  les  entiers  /> 
et  ig  satisfont  aux  conditions 

2 g'j  =  Pi  ( mod  2 ) ,  ïqi^Pi- 

103.  Coordonnées  héliocentriques.  —  Nous  avons  vu  au  n"  6i 
comment  les  coordonnées  a?i,  x-i-,  x^  d'une  masse  attirée  par  un 
centre  fixe  peuvent  s'exprimer  en  fonction  des  éléments  cano- 
niques et  nous  pouvons  appliquer  les  formules  de  ce  n°  64  aux 
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deux  planètes  fictives  A"  et  B".  Nous  \  errons  ainsi  que 

a:[,     a'.-,,     t'^,     x[,.     t'-,     .r[. 

sont  développables  suivant  les  puissances  des  ^  et  des  r,,  et  que  ce 
sont  d'ailleurs  des  fonctions  des  L  et  des  )^,  qui  restent  lioloniorplies 
pour 

Si  donc  nous  faisons 

L;  =  L°  -H  oLi,         li  =  X"  -+-  iiit  -H  oÀ/, 

ces  coordonnées  x'  seront  développables  suivant  les  puissances 
des  ^,  des  t),  des  SL,  des  oÀ.  J'ajoute  que  les  coefficients  du  déve- 
loppement sont  de  la  forme  Gcos(v^4-A),  G  et  h  étant  des 
constantes  qui  dépendent  seulement  des  L"  et  des  a".  Ils  sont  donc 
de  la  forme  (6).  Comme  les  quantités  ^,  yj,  oL,  ôX  sont  elles- 
mêmes  développables  sous  la  forme  (6),  il  en  sera  de  même  des 
coordonnées  x' . 

En  raisonnant  comme  au  n"  69,  on  verrait  alors  que  les  x' 
peuvent  également  se  développer  sous  la  forme  (7). 

Ainsi  nos  coordonnées  x'  peuvent  se  développer  soit  sous  la 
forme  (6),  soit  sous  la  forme  ('^),  et  il  en  est  de  même  des  coor- 
données héliocentriques  des  planètes  X\  — x-,.  x>  —  x^^  X3  —  x^. 
Xi  —  x-;,  x :,  —  X:^^  Xc  —  Xg  qui  sont  des  fonctions  linéaires  des  x' . 

104.  Classification  des  ternies.  —  Ainsi,  soit  dans  les  dévelop- 
pements des  éléments,  soit  dans  ceux  des  coordonnées,  le  terme 
général  est  de  la  forme 

[jL^AOllo^'"  cos(v/  -H  h). 

Cela  peut  servir  de  base  à  une  classification  des  termes;  nous 
distinguerons  d'abord  les  termes  périodiques,  les  termes  sécu- 
laires purs,  et  les  termes  séculaires  mixtes. 

Les  termes  périodiques  seront  ceux  qui  ne  contiendront  pas  de 
facteur  T"  où  le  temps  t  se  trouve  en  dehors  des  signes  sin  et  cos. 

Les  termes  séculaires  purs  seront  ceux  qui  contiendront  un 
facteur  t^  et  ne  contiendront  pas  de  facteur  Irigonométrique 

cos(v  t  -!-  11). 
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Les  termes  séculaires  mixtes  sont  ceux  qui  contiennent  à  lu 
fois  un  facteur  /"*  et  un  facteur  trigonométrique. 

Nous  distinguerons  ensuite  les  termes  au  point  de  vue  de  Vordi-e, 
du  degré,  du  rang  et  de  la  classe. 

L'ordre  d'un  terme  est  l'exposant  a  qui  affecte  le  paramètre  [j.. 
Ce  qui  justifie  cette  distinction,  c'est  la  petitesse  de  ce  paramètre, 
de  telle  façon  cpie  les  termes  sont  d'autant  plus  petits  qu'ils  sont 
d'ordre  plus  élevé. 

Le   degré  d'un  terme   est   le  degré  du  monôme  dKo]    ce    qui 

justifie  cette  distinction,  c'est  la  petitesse  des  excentricités  et  des 

inclinaisons.  Gomme  les  i,"  et  les  r,."  sont  de  l'ordre  des  excentri- 

cités  et  des  inclinaisons,  les  termes  sont  d'autant  pies  petits  qu'ils 

sont  de  degré  plus  élevé. 

Le  rang  sera 

a  —  m. 

c'est-à-dire  l'exposant  a  du  paramètre  [^,  moins  l'exposant  m  de  l. 
On  voit  aisément,  en  effet,  qu'un  terme  où  a  —  m  est  petit  peut 
avoir  une  grande  importance  bien  que  a  soit  grand;  si,  en  effet,  a 
et  m  sont  grands  tous  deux,  le  terme  d'abord  très  petit  croîtra 
rapidement  avec  le  temps. 

Quanta  la  classe,  elle  dépend  delà  présence  des  petits  diviseurs 
au  dénominateur.  Ces  petits  diviseurs  sont  introduits,  comme  on  Fa 
AU,  par  les  intégrations  successives. 

Soit  alors  m' l'exposant  du  petit  diviseur  qui  figure  au  dénomi- 
nateur, ou  la  somme  des  exposants  des  petits  diviseurs  qui 
figurent  au  dénominateur,  si  l'on  a  été  amené  à  en  considéiei- 
plusieurs.  Nous  avons  vu,  au  n"  101,  que  cette  dernière  circon- 
stance se  présentera  rarement. 

Alors  la  classe  d'un  terme  est,  par  définition, 

m        m' 
•1  1 

lOo.   Invariabilité  des  grands  axes.  —  Reprenons  l'équation 


^'''^dt 


et  supposons  qu'on  veuille  procéder  à  la  seconde  approximation. 
P.  -  I.  9 
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dFi 

Pour  cela,  il  faut  substituer  aux  inconnues  dans  — ,,—  leurs  valeurs 

de  première  approximation.  Or,  nous  avons  F,  qui  est  dévelop- 
pable  sous  la  forme 


Fi  =  V A DTl  cos ( kl li^  ki À-,  +  /»), 


la  constante  h  étant  d'ailleurs  éoale  à  zéro  ou  -•  On  en  conclura 


--& 


dFi 

dh 


■  y  A  oit  ki  sin  (  /.-i  l ,  H-  A-o  X,  H-  /O. 


Dans  cette  expression,  il  faut  substituer,  à  la  place  des  incon- 
nues L/,  ^/,  Vj/,  \i,  les  valeurs  de  première  approximation 


T  "         ï''         r'?  )  .  —  )"  _i_  „./ 

Li/ ,      :,  .      f,i  .  Aj  —  A/  -t-  /i,r. 


Il  vient  ainsi 


-^  =  —  2  ^oOlVo Av  sin ( V  ^  +  /i'  ), 

où 

V  =  kl  ni  -4-  k-i/i^, 

h'=k^}4-i-k,ll^/,, 

où  Ao  est  ce  que  devient  A  quand  on  j  remplace  L/  par  L",  et  Ollp  ce 
que  devient  DXL  quand  on  y  remplace  Ç/  et  Yj/  jiar  ^"  et  Yj". 
Il  vient  ensuite  par  intégration 

(8)  L;  =  L?  -f-  jji  V  AoOrLo-;^[cos(v^  +  /i';  —  cos/i']. 

On  remarquera  que  dans  la  formule  (8)  figurent  des  termes 
périodiques,  mais  pas  de  termes  séculaires.  Un  terme  séculaire 
en  t  pourrait,  en  effet,  s'introduire  dans  le  cas  où  v  serait  nul, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  où  la  formule  (i)  deviendrait  illusoire  et 
où  il  faudrait  recourir  à  la  formule  (3). 

Mais  nous  avons  supposé  que  le  rapport  des  moyens  mouvements 

—  est  incommensurable.  Alors  v  ne  peut  s'annuler  que  si  ki  et  /fo 

H2 

s'annulent  à  la  fois;  mais  alors  A,- est  nul  et  le  terme  correspondant 
disparaît. 

Donc,  si  l'on  s'en  tient  à  la  deuxième  approximation,  la  plupart 
du  temps  suffisante  dans  la  pratique,  les  développements  des  L/ 
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et,  par  conséquent,  ceux  des  grands  axes  proportionnels  aux  LJ  ne 
contiendront  pas  de  termes  séculaires.  Les  grands  axes  exécuteront 
donc  seulement  de  petites  oscillations  autour  de  leur  valeur 
moyenne.  C'est  le  théorème  de  Lagrange  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes,  si  important  au  point  de  vue  de  la  stabilité  du  sys- 
tème solaire. 

Nous  avons  vu,  au  n"  99,  c|ue,  en  deuxième  approximation,  le 
développement  de  X^  ne  peut  contenir  de  terme  en  t^  que  si  celui 
de  L/  contient  des  termes  en  t.  Il  n'en  contiendra  donc  pas,  si  le 
rapport  des  moyens  mouvements  est  incommensurable.  C'est  ce 
que  nous  avions  annoncé  au  n"  99. 

106.  Théorème  sur  le  rang.  —  On  pourrait  craindre  que,  dans 
certains  termes,  on  ait  ni  >>  a,  c'est-à-dire  que  le  rang  de  ces 
termes  ne  soit  négatif.  Je  me  propose  donc  de  démontrer  les  théo- 
rèmes suivants  : 

1°  Dans  les  développements  de  \i^  r^i,  S)^^,  L^-  il  n^y  a  pas  de 
termes  de  rang  négatif.  J'ai  dit  SX^-  et  non  X,-,  parce  que  dans  \i 
nous  avons  le  terme  nit  qui  est  de  rang  négatif. 

2°  //  liy  a  pas  de  terme  séculaire  mixte  de  rang  nul.  Le 
rang  de  ces  termes  est  toujours  au  moins  égal  à  un. 

3"  Dans  le  développement  de  L,,  il  n'y  a  pas  de  terme  de 
rang  nul. 

Ces  théorèmes  sont  vrais  à  la  deuxième  approximation;  en 
deuxième  approximation,  en  effet,  il  n'y  a  que  des  termes  trigono- 
jnétriques  ou  des  termes  en  f;  il  n'y  a  donc  pas  de  terme  séculaire 
mixte  ;  les  termes  en  t  étant  multipliés  par  [jl  sont  de  rang  zéro;  et, 
en  vertu  du  théorème  sur  l'invariabilité  des  grands  axes,  il  n'y  a 
pas  de  terme  en  t  dans  les  Lj. 

Je  dis  maijitenant  que  si  les  théorèmes  sont  vrais  en  /î"^""^  approxi- 
jnation,  ils  le  seront  encore  en  (/i  -h  i)"^™*^. 

Reprenons,  en  effet,  nos  équations  (5  his^  ou  (i4)  et  (i3)  du 
n"  97;  et,  en  particulier,  l'équation  (i5) 

Je  vais  développer  Fq  de  la  façon  suivante,  suivant  les  puissances 
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des  SL,-. 

Fo=  Fg-i-n,  0L1+  rt2ÔL,+  -(Cil  5Lf +  -2Ci2  2LioL2^G22SL2)  +  *, 

où  <ï>  représente  l'ensemble  des  termes  de  degré  supérieur  à  deux 
en  5L| ,  Sf^o. 

Il  est  clair  que  FJ],  /?,,  /?2,  C/;;  sont  des  constantes  ne  dépendant 
que  des  L"  ;  j'ajouterai  même  que  G,2=C2i  =  o,  à  cause  de  la 
forme  particulière  de  la  fonction  F^  cjui  est  la  somme  d'une  fonc- 
tion de  L'I  et  d'une  fonction  de  L!I,  mais  cette  circonstance  ne 
jouera  aucun  lôle  dans  les  démonstrations  qui  vont  suivre.  On 
aura  donc 

.7T-  =  "'^  Z  ^^'  '^'''  ^  dQ  =  "'■  --  '' li  ^'^(  ^r.  '^'^dur 

Nos  équations  de\iennent  alors 


(9) 


'  ^        J.        '',    d'.,,  J^   dL,  '     A    dLi 


dl,  ^^' 


Dans  les  seconds  membres  de  ces  équations,  il  faut  remplacer 
les  inconnues  par  leurs  valeurs  de  /i"'""'  approximation;  je  dis 
c[u'on  obtiendra  ainsi  les  valeurs  de  [n  +  i)'^™^  approximation  des 
oL/,  3^/,  ùr^i^  ù').i.  Pour  les  oL/,  oç,  et  o-/]^,  je  n'ai  rien  à  ajouter  à  ce 
qui  précède  puisque  je  n'ai  rien  changé  aux  trois  premières  équa- 
tions; mais  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  les  oX/. 

Si  nous  remplaçons  les  inconnues  par  leurs  valeurs  de  /i"'"" 
approximation,  où  l'erreur  est  de  l'ordre  de  ^" ,  on  commettra  sur 
les  dérivées  de  F|   une  erreur  de  Tordre  de  'j." .  et  par  conséquent 

sur  \x   I  -TT^dl  et  sur  u.  /    /  -,,-i  <r/^  une  erreur  de  l'ordre  de  u."+' . 

'   J    dLi  '   ,/   J     «A/,.  ' 

Il  reste  à  étudier  le  terme 


f 


'  d4>    , 


r^a  dérivée  -77-  ne  contient  crue  des  termes  d'ordre  deux  au  moins 
dLi 

par  ra|)|)ort  aux  ôL.  Remarquons  Cjue  les  3L  sont  divisibles  par  [7.. 
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Or,  soient  x^  y,  z  Irois  fonctions  dont  les  développements^ 
suivant  les  puissances  de  u.,  soient  divisibles  par  [j..  Soient  x',  y',  z' 
des  développements  apju-ochés  de  x^  y,  z,  où  le  premier  terme 
erroné  soit  en  [j/',  de  telle  sorte  que  les  différences  x  —  x',  y —  r', 
z  —  z'  soient  de  l'ordre  de  [j.".  Je  dis  que  les  différences  xy —  -^'.y', 
xyz  —  ^' y' s' seront  divisibles  par  [J."+',  c'est-à-dire  que,  si  dans 
les  produits  xy,  xyz  on  remplace  x,  y,  z  par  leurs  développe- 
ments approchés  x',  y',  z',  l'erreur  commise  est  de  l'ordre  de  ;ji."+'  , 

On  a,  en  effet, 

xyz  —  a:'y  z'  =  irf{z  —  -s'  )  -H  ^s'  (  r  —  J^'  )  -*-  JK'  -s'  (  ■'^  —  ^') 

et,  par  hypothèse,  x  —  x'  el  y — y'  sont  divisibles  par  a",  tandis 
que  X  el  y'  sont  divisibles  par  |jl. 

Le  théorème  s'étendrait  évidemment  a  fortiori  à  un  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  facteurs. 

Si  donc  dans  un  monôme  entier  par  rapport  aux  oL,  pourvu 
que  ce  monôme  soit  du  second  degré  au  moins,  nous  substituons 
aux  oL  leurs  valeurs  de  /«'''""' approximation,  Terreur  commise  sera 
de  l'ordre  de  [j."+'. 

Or, —,,- ne  contient  que  dés  termes  du  second  de^ré  au  moins 

par  rapport  aux  oL.  Donc  l'erreur  commise  sur  le  terme 


( 


d^    , 


est  de  l'ordre  de  [j.""*"'.  c.   q.   f.  d. 

Cela  posé,  j'observe  que  le  produit  de  deux  termes  de  rang 
positif  sera  une  somme  de  termes  de  rang  positif,  que  le  produit 
de  deux  termes  de  rang  positif  ou  nul  sera  une  somme  de  termes 
de  rang  positif  ou  nul. 

Si  donc  dans  une  fonction  développable  sviivant  les  puissances 
des  ôL,  Sç,  ô-/),  oa  on  substitue  à  la  place  des  SL,  oS,  o-r^,  ok  des 
développements  ne  contenant  que  des  termes  de  rang  positif  (ou 
bien  positif  ou  nul),  on  obtiendra  un  développement  ne  contenant 
que  des  termes  de  rang  positif  (ou  bien  positif  ou  nul). 

Si  donc  on  substitue  aux  oL,  oH,  o-/],  ù\  leurs  valeurs  de  //'^'""' 
approximation,  qui,  par  hypothèse,  ne  contiennent  pas   de   terme 
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de  rang  négatif,  on  obtiendra  pour  les  dérivées  de  F,  des  dévelop- 
pements où  ne  figureront  que  des  termes  de  rang  positif  ou  nul. 

En  intégrant  par  rapport  à  t^  on  peut  diminuer  le  rang  d'une 
unité,  parce  que  l'application  de  la  formule  (3)  peut  introduire 
un  facteur  t.  En  revanche,  en  multipliant  par  u,  on  augmente  le 
rang  d'une  unité.  Il  résulte  de  là  que  les  expressions  telles  que 


rfFi 


dt 


ne  contiendront  non  plus  que  des  termes  de  rang  positif  ou  nul. 

Je  dis  de  plus  qu'elles  ne  pourront  pas  contenir  de  termes  sécu- 
laires mixtes  de  rang  nul.  En  effet,  les  termes  de  rang  nul  de 
l'expression  (lo)  correspondent  à  des  termes  de  rang  négatif  dans 

l'intégrale 

6/Fi 


/ 


<^ç,  * 


et  comme  -7^  ne  contient  que  des  termes  de  rang  positif  ou  nul, 

l'intégrale  ne  pourrait  en  contenir  que  par  l'effet  de  l'application 
de  la  formule  (3);  or  l'application  de  cette  formule  ne  peut  intro- 
duire que  des  termes  séculaires  purs. 

En  résumé,  nous  pouvons  d'abord  conclure  qu'en  {ii  +  i^eme  g^p_ 
proximation, 

5L/,        Oç/,        OTj, 

ne  contiennent  que  des  termes  de  rang  positif  ou  nui  et  pas  de 
de  termes  séculaires  mixtes  de  rang  nul. 
Je  dis  maintenant  que 

ne  pourra  contenir  de  terme  de  rang  nui. 
D'après  le  n°  100,  on  aura 


S-2«^'-^- 


où  oïl'  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  SL,  5ç,  Sv),  SX  et 
l'on  doit  j  substituer  les  valeurs  de  /i'"""^  approximation  de  ces 
quantités. 
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Quanl  à  B,  c'est  une  des  dérivées  partielles  de  --,<-  et  l'on  doit  y 
substituer  aux  inconnues  leurs  valeurs  de  première  approximation 

Celte  dérivée  partielle  de  -jy-,  étant  aussi  une  dérivée  partielle 
de  F,,  sera,  comme  nous  l'avons  dit  au  n°  100,  de  la  forme 

V  A  cos (  Al  X 1  4-  /.■, Ào  ^  h ) 011 . 

Mais  ki  ne  pourra  être  nul;  car  les  termes  où  ki  serait  nul  dis- 
paraîtraient quand  on  différentierait  par  rapport  à  'ki  et,  par  con- 
séquent, ne  pourraient  exister  ni  dans  -~  ?  ni  dans  ses  dérivées. 

Si,  comme  nous  Favons  dit,  nous  substituons  aux  inconnues 
leurs  valeurs  approchées,  il  arrive,  comme  au  n''  100,  que  AOIL  se 
réduit  à  une  constante  G  et  />•,  ).,  +  A-o^^o  4-  /?  à  v  ^  -h  h'  ;  on  a  donc 

B  =  "^C  cos(viî-i-  h'), 

où 

V  =  /l'i  /Il  +  /i;)  no, 

et,  comme  ki  n'est  pas  nul,  v  ne  peut  pas  être  nul. 

Cherchons  si  Dll'  peut  contenir  des  termes  de  rang-  nul.  Le 
monôme  Dit'  est  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs  oL, 
SX,  o^,  §7)  ;  et  l'on  obtiendra  les  termes  de  rang  nul  de  d\V  en 
réduisant  chacun  des  facteurs  du  produit  à  ses  termes  de  rang  nul. 

Si,  en  effet,  nous  prenions  dans  l'un  des  facteurs  un  terme  de 
rang  positif,  comme  ce  terme  devrait  être  multiplié  par  d'autres 
termes  provenant  des  autres  facteurs  et  dont  le  rang  serait  positif 
ou  nul,  cela  donnerait  dans  le  produit  un  terme  de  rang  positif. 

Or,  dans  chacun  des  facteurs,  les  termes  de  rang  nul  sont  sécu- 
laires purs.  De  plus,  le  produit  de  plusieurs  termes  séculaires 
purs  est  évidemment  encore  un  terme  séculaire  pur.  Donc,  dans 
le  produit  OÏL',   tous  les  termes  de  rang  nul  seront  séculaires  purs. 

Comme  tous  les  termes  de  B  contiennent  un  facteur  trigono- 
métrique  cos(v^  +  h')  où  v  n'est  pas  nul,  tous  les  termes  de  rang 
nul  de  Bon'  seront  périodiques  ou  séculaires  mixtes.   Il  en  sera 
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donc  encore  de   même  pour  les   termes  de  rang  nid  de   / ^  B D\l' 


ou    ,. 
dki 


Pour  intégrer  un  terme  périodique,  ou  séculaire  mixte,  il  faut 
appliquer  la  formule  (i)  ou  la  formule  (2),  ce  qui  ne  diminue  pas 


le  rang.  Donc  dans 


/ 


il  n'y  aura  que  des  termes  de  rang  nul  ou  positif.  En  multipliant 
par  jj.,  on  augmentera  le  rang  d'une  unité. 

Donc,  dans  8L/,  il  n'y  a  que  des  termes  dont  le  rang  est  au 
moins  égal  à  ui\ .  c.  o.  f.  d. 

Ce  résultat  peut  être  regardé  comme  une  généralisation  du 
théorème  sur  l'invariabilité  des  grands  axes. 

Passons  maintenant  à  §)>/  et  à  la  quatrième  équation  (g);  dans  le 
second  membre  de  cette  équation,  il  y  a  trois  termes  que  nous 
considérerons  successivement.  Commençons  par  le  troisième  qui 
est  de  même  forme  c|ae  les  seconds  membres  des  trois  premières 
('quations  (9).  On  verrait,  comme  pour  ces  trois  premières  équa- 
tions, que  ce  terme  ne  peut  donner  ni  terme  de  rang  négatif,  ni 
terme  séculaire  mixte  de  rang  nul. 

Passons  au  second  terme 


r  d<p 

.1      dU; 


dt. 


D'abord  -jt-  ne   contient  que   des   termes  du  second  degré  au 

moins  par  rapport  aux  5L  ;  les  oL  ne  contiennent  que  des  termes 
de  rang  un  au  moins;  un  produit  d'au  moins  deux  facteurs  SL  ne 
pourra  contenir  que  des  termes  de  rang  deux  au  moins.  Par  l'inté- 
gration, le  rang  peut  diminuer  d'une  unité,  mais  il  reste  au  moins 
égal  à  I.  Donc  pas  de  terme  de  rang  négatif,  ni  de  terme  séculaire 
mixte  de  rang  nul. 

Passons  au  premier  terme 


^i^"jf'ëi'"- 


Nous  avons  vu  que  dans   -j^  tous  les  termes  de  rang  mû  sont 
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périodiques  ou  séculaires  mixles.  Une  double  intégration  ne  chan- 
gera pas  leur  rang  puisqu'il  faudra  appliquer  les  formules  (i) 
ou  (2);  ce  rang-  restera  donc  nul  et,  quand  on  aura  multiplié 
par  [JL,  il  deviendra  égal  à  i . 

Pour  les  autres  termes,  leur  rang  est  au  moins  égal  à  i.  S'ils 
sont  périodiques  ou  séculaires  mixtes,  la  double  intégration  ne 
changera  pas  leur  rang-  et,  après  multiplication  par  [x,  ce  rang 
sera  au  moins  égal  à  2.  S'ils  sont  séculaires  purs,  la  double  inté- 
gration diminuera  le  rang-  ,de  2  et  la  multiplication  par  p.  l'aug- 
mentera de  I,  de  sorte  que  finalement  ce  rang  sera  au  moins  égal 
à  o.  Ils  resteront  d'ailleurs  séculaires  purs. 

Ainsi,  pas  de  terme  de  rang-  négatif,  pas  de  terme  séculaire 
mixte  de  rang  nul. 

,  Donc  la  valeur  de  (/?  H-  i)'^""^  approximation  de  h'ki  ne  contient 
ni  terme  de  rang  négatif,  ni  terme  de  rang-  séculaire  mixte  de  rang 
nul.  c.  Q.  F.  D. 


CHAPITRE   VI. 

TRA.NSFORMATIONS  DIVERSES  DES  DÉVELOPPEMENTS. 


107.  Lemmes  divers.  —  Pour  aller  plus  loin,  je  vais  m'appuyer 
sur  une  série  de  lemmes  qui,  au  premier  abord,  paraîtront  presque 
évidents,  mais  sur  lesquels  pourtant  ils  est  nécessaire  de  donner 
quelques  explications,  parce  que  j'en  ferai  un  fréquent  usage. 

Soit 

cp(f)  =  y  A  cosv/  -f-  ^  B  sin  vi 

une   somme  'de    termes   trigonomélriqvies.   Je   supposerai  d'abord 
que  le  nombre  des  termes  est  fini. 

Je  dis  que,  si  cp(z)  est  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  tous 
les  coefficients  A  e^  B  sont  nuls. 

Je  suppose  bien  entendu  que  tous  les  termes  semblables  (c'est- 
à-dire  ceux  qui  contiennent  un  même  facteur  cosvf  ou  sinv^)  ont 
été  réunis  en  un  seul. 

Soit  en  efî'et  A'cosv'^  l'un  des  termes  du  second  membre.  On 
aura 


-    /    o{t)  cosv  t  ai  =  • 1 ;  

t  J^    '  -1         l^^i         t 


2  A  rsin(v -f- v')f         sin(v — v')fl 
~t  L        V  -h  v'  V  —  v'        J 


sin2(v -t- v')  -        sin2(v — v')- 

2  2 


Il  va  sans  dii'e  que,  sous  le  premier  signe  ^>  on  doit  prendre 
tous  les  termes,  sauf  celui  oii  v  =  v'. 
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A' 

Faisons  maintenant  croître  t  indéfiniment;  le  premier  terme  — 

est  constant,  les  autres  tendent  vers  zéro,  car  on  a  t  au  dénomi- 
nateur et  l'on  a  au  numérateur  des  lignes  trigonométriques  qui 
restent  finies.  Donc 

Il  m  -    /     o(  t)flf  —  — 

et  si  'f{t)  =  o,  on  aura 

A'=o. 

Ainsi  tous  les  A  sont  nuls,  et  l'on  démontrerait  de  même  que 
tous  les  B  sont  nuls. 
Je  suppose  que 

V   =  A")  «1  -^  /i2  Jlo, 

f^^  et  n.2  étant  incommensurables  entre  eux,  A"i  et  /to  étant  des 
entiers. 

Introduisons  deux  variables  indépendantes  (Vj  et  Wo  et  posons 

/{<vi,  W.2)  =  ^  xV  cet  (/il  M'i-T-  A--2H'2  )-+-  ^B  sin(X'i  tv,  -4-  Xr^cvo), 

Quand  on  fera  «r,  =  /i,  ^,  (Vo  =  /'a^j  on  verra  k,  w,  +  A(  Wo  se 
réduire  à  yt  et  /(wi,  «'2)  à  'f{t).  On  a  donc 

/(iiit,  rut)  =  'f(t). 

Si  nous  supposons  comme  plus  haut  que  'f{t)  est  nul  pour 
toutes  les  valeurs  de  Z,  les  coefficients  K  et  ^  seront  tous  nuls 
et  par  conséquent  /{wi,  iVo)  sera  iclentique77ient  nulle. 

On  peut  également  conclure  que,  si  f{w\^  w^)  est  une  fonction 
quelconque  de  la  forme  que  nous  venons  d'envisager,  et  si 
/{ni  t^  n^t)  =  o,  /(  w,,  (v-2)  sera  identiquement  nul;  mais  ici  il  est 
nécessaire  de  supposer  que  /!(  et  /lo  sont  incommensurables  entre 
eux,  sans  quoi  deux  termes  distincts  de  f(Wi,(V2)  poui-raient 
donner  dansy(/i)  t,  n^t)  deux  termes  contenant  un  même  facteur 
cosvi  et  qui  pourraient  se  détruire  mutuellement. 

J'ai  supposé  jusqu'à  présent  que  le  nombre  des  termes  était  fini  ; 
il  serait  aisé  d'étendre  le  résultat  à  une  série  convergente,  pourvu 
que  la  convergence  soit  absolue  et  uniforme.  Mais  les  séries  de  la 
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Mécanique  céleste  possèdent-elles  une  semblable  convergence? 
Non,  en  général,  elles  ne  convergent  que  si  les  termes  sont  groupés 
et  ordonnés  d'une  façon  convenable.  Il  serait  donc  nécessaire 
d'entrer  dans  une  discussion  approfondie  des  questions  de  conver- 
gence, cjuestions  que  je  désire  laisser  de  côté  clans  cet  Ouvrage. 

Aussi  aborderai-je  la  question  par  une  tout  autre  face.  Je  suppose 
c|ue  '-^{t)  soit  obtenu  par  une  suite  d'approximations  successives; 
que  le  nombre  des  termes,  fini  à  chaque  approximation,  aille  en 
croissant  d'une  approximation  à  la  suivante  et  croisse  ainsi  indéfi- 
niment. Soient  cp,  (7),  '-po(^),  .  . .,  'f«(0'  •  •  •  ^^^  valeurs  approchées 
obtenues  successivement  pour  cp(^).  Je  suppose  que  'j>\{t),  'f2(^), 
Oslt),  ...,  '-^nii)  soient  nulles  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  de  sorte 
qu'à  chaque  approximation ,  '-p(^)  satisfasse  à  la  condition  d'être 
identiquement  nulle.  Alors  il  est  clair  que  tous  les  coefficients  de 
'j,(^),  de  '-32(^),  ...,  de  z>,/(j)^  ...  seront  nuls  et  par  conséquent 
aussi  ceux  de  'f  (^).  Le  lemme  est  donc  vrai  à  quelque  approxima- 
tion que  je  m'arrête. 

Voilà  dans  quelles  conditions  nous  appliquerons  notre  lemme  à 
nos  séries;  sien  effet  le  développement  de  [jlF,  contient  un  nombre 
infini  de  termes,  il  est  évident  que,  dans  la  pratique,  on  ne  prendra 
qu'un  nombre  fini  de  ces  termes,  de  sorte  que  les  développements 
qu'on  en  déduira  n'auront  non  plus  qu'un  nombre  fini  de  termes. 
Plus  on  prendra  de  termes  dans  [J-F,,  plus  on  en  aura  dans  les 
autres  développements,  et  plus  seront  exactes  les  valeurs  cjue  l'on 
obtiendra  pour  les  éléments  canoniques  et  les  coordonnées.  11 
nous  suffit  que  notre  lemme  soit  applicable  à  chaque  approxima- 
tion. C'est  cette  circonstance  c[ui  nous  j^ermettra  d'appliquer  nos 
lemmes  aux  séries  de  la  Mécanique  céleste.  En  résumé,  nous  pour- 
rons les  appliquer  parce  que  nous  pourrons  toujours  supposer 
[j. F|  réduit  à  un  nombre  fini  de  termes. 

Soit  maintenant 


^(.t)=^^\ 


/"'cosv/  -+-  >  B^'"  s'invt 


une  suite  de  temnes.  Je  suppose  que  l'exposant  entier  m  ne  dépasse 
pas  une  certaine  valeur. 

Je  dis  encore  que,  si  '^{t)  est  nul  quel  que  soit  t^   tous  les 
termes  sont  nuls. 
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Soit  en  eiYel  p  la  plus  grande  valeur  de  l'exposant  m,  je  dis  que 
tous  les  termes  en  iP  sont  nuls.  Car,  si 

\'  //'  COS'j'  t 

est  l'un  de  ces  termes,  on  voit  comme  tout  à  l'heure  que,  pour 
t  =  ce, 

Il  m /     o(l)  cosv  df  =  • 

Donc  A'  est  nul  si  (s(t)  =  o. 

11  n'j  a  donc  pas  de  terme  en  tP  ;  et  comme  maintenant  la  plus 
grande  valeur  possible  de  l'exposant  est/»  — ■  i,  on  démontrera  de 
la  même  manière  qu'il  n'y  a  pas  de  terme  en  tP~^,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons 

V    =    /,  I  /«i  -I-  A. 2  '1-2 

et  posons 
de  sorte  que 

/(/,  /lil,  Hii)    =   'f.(/). 

Si  'j>(l)  est  nul  quel  que  soit  t,  tous  les  coefficients  seront 
nuls  et  f{-z,  (Ti ,  (V'o)  sera  nul  quels  que  soient  x  et  les  w. 

Soit  maintenant 

o{ix,t)  =  \^Au'-</"'  cosv^  -\-  ^Ba*^/'"  siiiv/. 

Je  suppose  que  Texposant  m  ne  puisse  dépasser  a,  c'est-à-dire, 
■pour  employer  le  langage  des  numéros  précédents,  qu'il  n'y  ait 
pas  de  terme  de  rang  négatif.  Je  supposerai  d'ailleurs  que  '^(mi-,  t) 
contient  un  nombre  infini  de  termes;  mais  qu'il  n'y  en  ait  qu'un 
nombre  contenant  en  facteur  une  même  puissance  de  jji;  de  telle 
façon  (jue  le  coefficient  de  jj.*  se  compose  d'un  nombre  fini  de 
-termes. 

Je  pose  de  même 

+   V'  B^iT'"  Sin  (/l'i  H'i  H-  ^'2  «'2  )• 
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Si  Ç5  (p.,  ^)  est  nul  quels  que  soienl  [j.  et  t,  le  coefficient  de  ijl'^ 
devra  être  nul  quel  que  soit  f,  dans  ce  coefficient,"  l'exposant  di 
est  limité  puisqu'il  ne  peut  dépasser  a  ;  nous  pouvons  donc  appli- 
quer le  terme  précédent  et  conclure  que  / (i>.,  t,  w,  (Vo)  est  nul 
quels  que  soient  [jl,  -,  iVi  et(V2.  Je  pourrais  dire  aussi,  mais  pourvu 

que  —  soit  incommensurable ,  qu'une  fonction  de  la  forme  précé- 
dente 

est  identiquement  nulle  si 

/(  [JL,   t,  riit,  n^t)  =  o.  f 

108.  Transformation  des  développements.  —  Nous  avons  trouvé 
au  n"  102  pour  les  éléments  canoniques  des  développements  de  la 
forme 

"y    rJL'-'  A  t'"^  COS  (  V  t  —  h)  Mo: 

où 

m  Sa..         V  ^  Al /«i -;- A'o  «2- 

Considérons  l'un  cpelconque  des  éléments  canoniques,  par 
exemple  L/,  et  soit 


Li  =  'V  iJ-'-^At'"  COS  (v  /  -t~  h  )  Mo, 


et  soit  ensuite 


(n )  L;  ^  V  [JL» At'"  COS  ( kl  ii'i  -+-  ki  W.2 -\-  h)  Mq 

une  fonction  de  trois  variables  t,  (v,,  w.,.  Il  est  clair  que,  si  l'on 
fait 

Ai  Wi  -h  k2W,,  se  réduira  à  v^  et  L*-  à  L/.  On  aura  donc 

On  définirait  de  même  q*-,  r^,  ÔA*. 

Je  dis  ùk*-  et  non  X^*,  à  cause  du  terme  en  nit  qui  figure  dans  A,; 
on  doit,  en  effet,  prendre  non  pas 
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mais  bien 


On  voit,  de  plus,  que 


dL}  clLI  dL^ 

«T  dwi  au-. 


,j    .     ,  dLi 
se  réduit  a  —rr  pour 


Il  est  clair  que  les  dérivées  de  ^*-,  r^*- ,  A^*  jouissent  de  la  même 
propriété. 

Soit  F"  ce  que  devient  F,  quand  on  y  remplace  L,,  )x,-,  ç,-,  '^,jpar 
LJ,  XJ,  ^J,  Yij*.  Si  alors  dans  la  dérivée  pai^tielle 

dF_^ 

on  remplace  LJ,  À^*,  ;J,  r,^*  par  L,,  À/,   ç/,  7i/,   cette  dérivée   se   ré- 
duira à 

dY 

dl, 

Si,  dans  -pr^  nous  remplaçons  les  variables  L^*,  ...  par  leur  dé- 

veloppement  (i  i),  on  obtiendra  pour  -^  un   développement   de 
même  forme  : 

(n  bis)  -^  =  ^l<^\'-z"'coi{/^iWi-i~kiW.y-i- h')DW^. 

Si,  dans  ce  développement  (i  i  bis)^  on  remplace  t,  (v,,  tVo  par 
t,  /i|  /,  Wo^,  c'est  comme  si  l'on  remplaçait  L^*,  . . .,  par  L/,  ...  ;  et 

dF*  ,,    .       ,    ^F  1 

-^zr--  se  réduira  a  -^r-:  nous  aurons  donc 
dk^  dki^ 

-^  =  V  [JLaA'ir'"cos(v^H- A')01i;. 
Envisageons  l'équation 

,    ,  i^L;        t^L;        f/L;     d¥* 

'  dx  dwi  div.2        dki 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  développable   sous  la 
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Ibrme 

'V  p.^  A-l'"  cos ( kl  (Pi  -+-  ki  «'2 H-  /')  31^0, 

puisqu'il  en  est  ainsi  de  L*,  de  ses  dérivées  el  de  -jyr'  Pour 
ce  premier  membre  se  réduil  ù 

il  est  donc  nul,  en  ^ertu  de  l'équation  (5)  du  n°  79. 

Donc,  en  vertu  des  lemmes  du  n'  107,  il  sera  idenlicjuement  nul, 
quels  que  soient  t,  cp,  et  w^- 

On  démontrerait  de  même  les  équalions 

/    fil*              di)              di)        dV* 
--j-  +  «1  -H-  -^  «2  "T '-  -j-^  =  «1 

,    fZX;  d\)  dl^       dV* 

WJ.bis)  {    —f—  +  7ii— -n,—. —— ==  o, 

d-z  dwi  dix'i       d\j, 

dr\f  dr.^  dr.1        dF* 

drz  dwi  div-i        dli 

Si,  maintenant,  nous  j)OSons 

<:',  î|  et  £0  étant  des  constantes  quelconcjues,  nous  aurons  encore 

d\^*        d\./  dLJ  c/L.* 

— 7—  =  —1 *-  "1  -; — •  -+-  "■'  -7 — ■ 

dt  dx  rt(ï'i  "  t/u'.. 


<■!  léqualion  (12)  de\iendra 

•ou,  en  supprimant  les  astéricpies  de^ envies  inutiles, 

d\.i  _       dV 
~dï  ~  ~  TCki' 

Les  équations  (12  bis)  nous  donneront  de  même 

d\i  __cW_  d\i  _  dV 

dt  df\i  dt         d\.i 

Ce  sont  là  les  équations  (5)  du  n"  79 


d\.)  _       dV* 
dt    ~"        <r/À; 


dii  __dF_  dki  _   dV^  (hy  _  dF 

dt  ~       dq,'  dt    "  dl.,'  ~dT  ~  d\i 
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Ainsi  donc,  si  nos  développements  [\  \)  satisfont  aux  équations 
du  mouvement,  c'est-à-dire  aux  équations  (5)  du  n"  79,  quand 
on  y  .fait 

■z=t,         wi=  Hif,         w.2=  rut, 

ils  y  satisferont  encore  quand  on  y  fera 

z  =  t -i- c,  wi—  n-it  -h  Zi,  HP2=  n,  ^ -H -2> 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  c  et  e. 

Gomment  avions-nous  le  droit  d'appliquer  noire  lemme  comme 
nous  l'avons  fait?  Il  est  vrai  que  F  contient  une  infinité  de  termes, 
mais,  dans  la  pratique,  nous  n'en  prendrons  jamais  qu'un  nombre 
fini.  Plus  nous  voudrons  d'exactitude,  plus  nous  en  prendrons, 
mais  nous  n'en  aurons  jamais  qu'un  nombre  fini;  nous  pouvons 
donc  raisonner  comme  si  F  ne  contenait  qu'un  nombre  fini  de 
termes;  nous  obtiendrons  alors  pour  les  L^,  ...,  des  développe- 
ments de  la  forme  (  i  i)  ;  seulement,  dans  ces  développements,  le 
coefficient  de  [j.*  ne  contiendra  cju'un  nombre  fini  de  termes,  ce 
qui  est,  comme  nous  l'avons  vu,  la  condition  pour  que  le  troisième 
lemme  du  n°  107  soit  applicable  dans  F  [vide  infra  n"  130). 

109.  D'ailleurs,  les  équations  (12)  et  (12  bis^  peuvent  se  dé- 
montrer sans  le  secours  des  lemmes  du  n°  107.  Je  dis  crue  l'on 
pourra  trouver  pour  les  inconnues 

Lr,  \h  '^h  ^v-  — "'i 

des  développements  de  la  forme  (11)  c|ui  satisfassent  aux  équa- 
tions (12)  et  (12  bis)  et  qui  se  réduisent  à 

pour 

T  =3  H'i  =  tr2  :=  o. 

Nous  aurons,  en  efî"et,  en  première  approximation,  c'est-à-dire 
en  négligeant  |jt.  et  en  réduisant  F  à  F^, 

Supposons  que  nous  ayons  obtenu  pour  nos  inconnues  des  va- 
leurs de   n'^™®  approximation,   où  l'erreur  soit   de  l'ordre  de  [x«; 
P.  —  I.  10 
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comment  obtiendrons-nous  des  valeurs  où  l'erreur  soit  de  l'ordre 
de  [Ji«+'  ? 

Dans  les  dérivées  de  F*,  dans  l'équation  (12),  ainsi  que  dans  la 
première  et  la  dernière  équation  (12  bis),  substituons  à  la  place 
des  inconnues  leurs  valeurs  de  «'«"'<>  approximation.  Après  cette 
substitution,  ces  dérivées  de  F*  sont  développées  sous  la  forme  (i  i), 
de  sorte  que  l'équation  (12),  par  exemple,  s'écrit 

dz  diVi  '  a»'2        ■^•^ 

et  l'on  en  tire  aisément  la  valeur  de  LJ  ;  on  trouve 

(i4)  l;  =  l?-h2^- 

A  chaque  terme  du  second  membre  de  (i3)  corres]3ond  dans 
(i4)  Lin  terme  que  je  désigne  pour  abréger  par  C  et  dont  voici  la 
valeur  : 

1°  A  un  terme 

dans  (i3)  correspondra  dans  (i4)  uii  terme 

B  •:'"+' 

C  =  — 

fil  -+- 1 

2"  Au  terme 

B  cos  (kl  wi  -\-  Ao  tï^2  -T-  li  ) 
correspondra 

„        „  sin  (Â:i  (t'i-i- Ao  »',  +  A)  —  sinA 

L,  =  Co  =  D  1 j— 

Al  /l)  -i-  /i2«2 

3"  Au  terme 

B  -  cos  (  A]  (ï'  1  -I-  A"2  W-i  -i-  Il  ) 

correspondra 

sin  (/lj  (Vi -1- A-2«'9-f- A)  cos  (/ti  (V,  H- Â,  (ï^.,  +  A)  —  cos  A 

<--  -H  h»  ■: ; -j 1-  B ~ — . 

Al  7^1  -4-  ki  «2  (  A'i  tii  -\-  ki  n-i y 

4"  Plus  généralement,  soit  C„j  le  terme  de  (i4)  qui  correspond  à 

B •:'«  cos  (  A-i  Wi  -4-  kl  w-,  H-  h), 
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de  sorlé  que 

^  +  n,  ^  +  «.,  ^  =  Bt'«  ces  (/m  i^'i  -i-  /c.  c»^,  +  A ) 
a-  awi  '  dw-i 

et  que  C„j=  o  pour  t  =  n-,  =  iVo  ;=  o. 

On  aura  la  formule  de  récurrence 

_  Bt"' sin(  Al  iï^i+ A-jtPa-^- /')  '"  ^^Gm-i 

'  '"  ~  Al/il-t-  /i, 'i2  /iTl  Wi -1-  /l2 /Ï2  ^/i 

Si,  en  effet,  nous  posons  pour  abréger 

kiWi-+-  k^  Wi  -!-  /i  =  o,  /i  1  /? ,  -i-  /i,  7^2  =  V 

et 

d  d  d 

«-  rtfVi  a(T'2 

il  viendra 

AG,„=  B-:'«cos'f,         AC,„_i  =  Bt'«-1cosu 

et,  en  differentiant  cette  dernière  par  rapport  à  A, 

A j-, —  = — b-'"-isinc. 

a/i  ' 

D'ailleurs 

A  (Bt'"  sino  j  =  V  Bt'"  coso  -\-  //tB-:'"-'  sincp  j 

et,  par  conséquent, 

^  -i — n — ■     =  Bt'"  coso. 

V  V        dh     I  ' 

11  reste  à  démontrer  que  l'expression 

B-:'"  sinu        m  dQ,,n-\ 
'       ~j       '  "^  V      dh 
s'annule  pour 

T  =  (ï^l  =   «'2  =  O. 

En  eff'et,  le  premier  terme  s'annule  parce  qu'il  contient  t  en 
facteur;  d'autre  part,  C,m_i  s'annule  par  définition  et  cela  quel  que 

soit  h\  il  en  est  donc  de  même  de  — ^^  et  du  second  terme. 

dix 

La  formule  (i5)  est  donc  démontrée  et  elle  nous  permettra  de 
calculer  C„i,  puisque  nous  avons  plus  haut  calculé  Cq.  Celte  for- 
mule peut  remplacer  la  formule  (2)  du  n°..98. 
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Nous  pouvons  donc  calculer  LJ  en  partant  de  l'équation  (12) 
(on  traiterait  de  même  la  première  et  la  dernière  équation  (13  bis). 
On  démontrerait  comme  au  n°  95  que  l'erreur  commise  sur  ces 
nouvelles  valeurs  de  ( /z  +  i)'^"**^  approximation  des  inconnues  L*,  H*, 
Ti*-  est  de  l'ordre  de  [j."+'  . 

Prenons  ensuite  la  seconde  équation  (12  bis)]  substituons-j, 
dans  la  dérivée  de  F*^,  à  la  place  des  L*,  ç^*,  rj,  leurs  valeurs  de 
(/z  4-  i)'^™^  approximation  que  nous  venons  de  trouver  et,  à  la  place 
des  )vj,  leurs  valeurs  de  /^"'™''  approximation. 

Traitons  ensuite  l'équation  comme  nous  avons  fait  pour  l'équa- 
tion (i3).  Nous  verrions,  comme  au  n°  9o,  que  la  valeur  de  ")*■  ainsi 
obtenue  est  exacte  aux  termes  près  de  l'ordre  de  jji."+'. 

Nous  obtiendrons  donc  par  approximations  successives  des  déve- 
loppements de  nos  inconnues,  qui  seront  de  la  forme  (11),  satis- 
feront aux  éqviations  (12)  et  (12  bis)  et  se  réduiront  à  L",  E",  yi", 
)."  pour  T  =  (v,  ^  (ï'o  =  o. 

Remplaçons-j -:  par  t^  (v,  et  (Vo  par  iiit  et  n^t;  nous  aurons 
des  développements  qui  satisferont  aux  équations  (5)  du  n"  79; 
quand  on  y  fera  ^  =  0  (ce  qui  revient  à  faire  t=  (V'i  =  (V'o=  o), 
ces  développements  se  réduiront  bien  àL)|p  ^",  r^l^  1"  ;  ils  sont  donc 
identiques  à  ceux  que  nous  avons  trouvés  au  n"  100. 

Nous  voyons  donc  que  si,  dans  les  développements  du  n°  100, 
on  substitue  Ai  (v,  +  A^.(ï'o  à  la  place  de  v^,  quand  le  temps  est 
sous  le  signe  cos  et  t  à  la  place  de  t  qviand  t  est  en  dehors  du 
signe  cos,  on  obtiendra  des  développements  de  la  forme  (11)  qui 
satisferont  aux  équations  (12)  et  (12  bis).  c.  q.  f.  d. 

On  aura  donc  obtenu  les  résultats  du  n"  108  sans  se  servir  des 
lemmes  du  n"  107.  J'ai  cru  cependant  devoir  indiquer  la  première 
marche,  non  seulement  parce  que  ces  lemmes  me  seront  encore 
utiles  plus  tard,  mais  surtout  parce  que  l'on  voit  mieux  ainsi  com- 
ment on  peut  être  conduit  par  une  suite  naturelle  d'idées  au  théo- 
l'ème  du  n°  108. 

110.  Comparaison  des  développements.  —  Nous  avons  obtenu 
au  n"  102  des  développements  de  la  forme 


V   [JL«AOKo«"'COS(v<+/0 
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qui  dépendent  de   12  constantes  d'intégration,  à  savoir  les  deux 
L^^,  les  deux  "X^,  les  quatre  l^  et  les  quatre  "o". 

Nous  avons  obtenu  aux  n°'  108  et  109  d'autres  développements 
de  la  forme 

^  -rj  «  A  011 0  T'"  cos  (  A'i  w  1 4-  A-2  w,  -+-  Il  ), 

où  l'on  doit  faire 

T  =  t-\-  c,         a'i  =  ni  t  -\-  £/, 

c,  £|   et  £2  étant  trois  constantes  d'intégration. 

Ces  développements  nouveaux  contiennent  trois  constantes  arbi- 
traires d'intégration  de  plus  que  les  précédents.  Comme  nos 
équations  différentielles  forment  un  système  du  douzième  ordre, 
trois  de  ces  quinze  constantes  ne  sont  pas  réellement  distinctes  des 
douze  autres;  nous  verrons  plus  tard  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de 
celte  remarque. 

Nous  pourrions  donc  sans  restreindre  la  généralité  supposer 
c  =  o.  Il  est  à  remarquer  que  si  l'on  adopte  le  développement  (11), 
les  constantes  L",  i?,  'r\\  n'ont  plus  la  même  signification  que  dans 
le  développement  primitif. 

En  effet,  pour  ^  =  o,  il  n'arrive  plus  que 

se  réduisent  à 

Cela  n'arriverait  que  si  l'on  supposait  c  ^  £|  =  So  =  o,  parce  que 
l'on  retomberait  alors  sur  le  développement  primitif.  Seulement 
les  différences  entre  L^^  et  la  valeur  initiale  de  L;,  par  exemple, 
sont  de  l'ordre  de  a. 

En  raisonnant  comme  au  n°  69,  on  verrait  que  l'on  peut  passer 
du  développement  (11)  à  un  autre  de  la  forme 

(16)   2  !^*A(PÎ)'''(pl)''=(P°a)^<PD^-'"  ces  (^  A-(P  -h2/>/<+  A 

où  l'on  a,  d'ailleurs, 

-i-qi^Pi     (mod-2),         'i.qi^\pi\. 
On  verrait,  d'ailleurs,  comme  au  n°  103,  que  les  coordonnées 
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héliocentriques    peuvent    également    se    dévelojDper    soit    sous   la 
forme  (ii)  soit  sous  la  forme  (i6). 

111.  Symétrie.  —  Supposons  que  nous  comparions  deux  sys- 
tèmes de  trois  corps  A,  B,  C  et  A, ,  B, ,  C,  ;  dans  les  deux  systèmes 
les  masses  seront  les  mêmes.  A  l'oi^igine  du  temps,  les  deux  trian- 
gles ABC  et  A|B|C|  sont  symétriques  par  rapport  au  plan  des 
XfXs;  les  vitesses  initiales  des  points  A,,  B,,  C,  sont  égales  et 
directement  opposées  à  trois  vecteurs  qui  sont  symétriques  (par 
rapport  à  ce  même  plan)  des  trois  vecteurs  cpii  représentent  les 
vitesses  initiales  des  points  A,  B,  C. 

Dans  ces  conditions,  il  est  clair  cjue  la  position  du  triangle  ABC 
au  temps  t  sera  symétrique  de  celle  du  triangle  A,B,C)  au  temps 
—  t. 

Pour  passer  de  la  situation  du  système  ABC  au  temps  t  à  celle 
du  système  A|B,C|  au  temps  —  t,  il  suffit  de  changer 

(17)  ip'i,       072       X'.^,        L,-,        X/,        ^i,       r^i,       Pi,        Ml 

en 

(18)  .r',,     — .r;,     ^'3,     L/,     —II,     ^i,     —r^i,     pi,     —  oj,-. 

Si  donc  nous  changeons 

^/'  ^'i-  ?/!  'î/'  P/'  '"*/'  * 

en 

les  quantités  (17)  devront  se  changer  dans  les  quantités  (18). 
Prenons  donc  le  développement  (16)  et  supposons 

et  changeons-y  t  en  —  ^,  w°  en  —  to"  et  par  conséquent  1  en  —  -^ 
\vi  en  —  Wi. 

Changeons  en  définitive  le  signe  de  t  et  ceux  des  (v  et  des  oj". 
J.es  quantités  (i5)  devront  ou  ne  pas  changer,  ou  bien  changer  de 
signe;  leurs  développements  contiendront  donc,  ou  bien  rien  que 
des  cosinus,  ou  bien  rien  que  des  sinus.  C'est-à-dire  que  la  con- 
stante h  devra  être  toujours  égale  à  o,  ou  à  —  '"  • 
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Elle  sera  égale  à  o,  si  m  est  pair  et  à  —  f'  si  m  est  impair 
dans  les  développements  de 

et  à  —  -  si    m  est  pair  et  à  o,  si  m  est  impair  dans  les  déve- 
loppements de 

^2,  ^i,  'l'a-- 

Si,   an  lien  de  la  forme   (i6),  nons  adoptons  la  forme   (ii),  la 

constante  h  sera  encore  égale  à  o,  on  à 

Elle  sera  égale  à  l'une  on  à  l'antre  de  ces  quantités,  suivant 
celle  des  inconnues  (i^)  qu'il  s'agit  de  développer,  suivant  la 
parité  de  l'exposant  de  t,  et  celle  des  exposants  des  Xt^  dans  le 
monôme  DTio  (cf-  n°  86).  On  remarquera  que  le  résultat  précé- 
dent suppose  que  les  1"  sont  nuls;  nous  pouvons  faire  cette  hypo- 
thèse sans  restreindre  la  généralité  puisque  avec  nos  trois  constantes 
nouvelles  c,  s,,  £■>  nous  avons  encore  une  constante  de  trop,  même 
avec  l'hypothèse 

>.o  =  Xo  =  o. 

i  12.  Faisons  maintenant  tourner  tout  le  système  d'un  angle  s 
autour  de  l'axe  des  x^  ;  nos  formules,  indépendantes  du  choix  des 
axes,  devront  conserver  leur  valeur.  Or,  cela  revient  à  changer  À/, 
a"  en  ^i-h  s,  X^^H-£,  et  co^-  en  m^ —  e.  Dans  ces  conditions  L/,  x'.j 
(et  ^(j)  ne  changeront  pas,  }v/  se  changera  en  )vi+  £• 

a:\  etx'.y  se  changeront  en  x\  coss  —  x'.^  sin  e  et  x\  sins  -+-  x'.^  coss  ; 
x',^  et  x'-^  subiront  une  transformation  analogue  ;  \i  et  'f\i  se  change- 
ront en  \i  cos£  -f-  'r\i  sins  et  —  \i  sins  H-  't\i  cos  e. 

Dans  ces  conditions,  voici  quelle  semblerait  être  la  générali- 
sation naturelle  des  théorèmes  n"^  70  et  87  :  supposons  qu'on  ait 
développé,  par  exemple,  LJ  sous  la  forme  (i6);  il  semblerait  que 
l'on  dût  avoir 

Sous  cette  forme,  le  théorème  serait  faux. 

113.  Mais  nous  pouvons  transformer  nos  développements  de  la 
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façon  suivante.  D'abord  dans  les  développemenls  (i6)  figurent 
deux  constantes  A  et  h  qui  dépendent  non  seulement  des  L",  mais 
■encore  des  )\".  Il  est  clair  que  nos  inconnues  sont  des  fonctions 
périodiques  des  X?,  et  qu'il  en  est  de  même  de  Acos/t  et  Asin/i. 
Car  quand  on  augmente  les  }^",  c'est-à-dire  les  valeurs  initiales  des 
longitudes  )v/,  de  multiples  de  2-,  nos  inconnues  oL*,  &ç*,  ori^*,  B  A* 
ne  doivent  pas  changer.  Donc  Acos/i  et  Asin//  peuvent  se  déve- 
lopper suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des'Â|',  de  sorte 
que  nos  développements  (16)  prendront  la  forme 


►^[x«Ao(p?)'?i(p°)'7.(p°3)'^^ 


(16  his) 


Aq  et  Ao  ne  dépendant  plus  cette  fois  que  des  L".  J'ajouterai  que, 

d'après  le  n°  111,  h^  est  une  constante  numérique  multiple  de  -• 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  les  A'/=  Ji^.  Mais  nous  voyons 
que  l'on  aura 

dans  les  développements  de  oL^*  et  de  o\*^  et 

dans  ceux  de  5^*  et  otj^*.  Et,  en  effet,  si  l'on  change  les  valeurs  ini- 
tiales \1  et  l^}l  en  X"+£,  \\ — s,  on  vient  de  voir  que  LJ  ne 
change  pas,  que  XJ  se  change  en  X*  4-  s,  i*  et  tiJ  en  i*  cos  s.  +  r,^*  sine 
et — ^j*sin£  +  7i*cose  (c/.  n°  70). 

Dans  les  développements  (i(3  6/5),  nous  avons  pris  pour  con- 
stantes arbitraires  les  valeurs  initiales  LJ',  X",  \\  et  rj"  de  nos  in- 
connues. Mais  nous  pourrions  faire  un  autre  choix. 

Supposons  qae,  dans  les  développements  (16  his^^  on  supprime 
tous  les  termes  qui  dépendent  de  t  ou  des  w^  et  qu'on  ne  conserve 
que  les  termes  constants.  Soit  Lj  ce  qui  restera  du  développement 
de  L*  après  cette  suppression;  alors  Lj  ne  sera  autre  chose  que 
l'intégrale 

„27r    ^27r 
- — -    I         j       IjJ  dwidw^ 

4  ~     Jn  .y  0 


TRANSFORMATIONS   DIVERSES    DES   DEVELOPPEMENTS.  13J 

pour  T  =  o  ;  ce  sera  en  quelque  sorLe  la  valeur  moyenne  de  L*  pour 

T  =  O. 

On  définira  de  même  H/  et  7)^';  quant  à  )vj  ce  sera  de  même  ce 
qui  reste  du  développement  de  )v^*  après  cette  suppression,  de  sorte 
que 

pour  T  =  o. 

On  voit  queLj,  1^ ,  ^j ,  ri^  sont  des  fonctions  des  anciennes  con- 
stantes L?,  a",  i^-,  -/i^-  et  du  paramètre  jj..  Elles  sont  développables 
suivant  les  puissances  de  a  et,  pour  [j.=  o,  on  a  simplement 

T1_T0  )1_)0  tl_ÎO  yl_Y,0 

Quant  aux  différences  Lj  —  L«,  ).;  —  ).«,  Ij  —  1%  7,}  —  -n'J;  elles 
sont  développables  suivant  les  puissances  des  i"  et  des  r,",  et  pério- 
diques par  rapport  aux  )v?.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  forme 
des  développements  (ii),  (i6)  et  (i6  bis). 

Soient  donc 

C19)     L/=L9-^2i^r^^°rro'^'(2^^'''^2^''''"^''0 

où  I  I    est  mis  pour  abréger  pour  le  produit 

Ce  développement  (19)  se  déduit,  comme  je  l'ai  dit,  du  dévelop- 
pement (16  bis)  en  supprimant  tous  les  termes  dépendant  des  (t' 
ou  de  T.  Nous  pourrions  écrire  aussi 


(19  bis)  L}  =  Lf-^^ix^XoO\'^oCOs(^ 


k'  X? 


en  partant  des  développements  (i  1). 

Nous  aurons  d'ailleurs  d'autres  équations  (19  bis)  de  même 
forme  pour  définir  \\ .,  i^' ,  ■r\\. 

De  ces  équations  (19  bis)  nous  pouvons  inversement  tirer  les 
L«,  \l  II  -n^  en  fonction  des  L;,  X],  V^  'ril-  -^l^rs  L»,  X»,  i^ 
Yl"  seraient  développables  suivant  les  puissances  de  [x  et  pour  [^:=o 
se  réduiraient  i^espectivement  à  L^' ,  Xj,  Ij,  T^j.  De  plus  les  diffé- 
rences L9  — L^!,  A'^  —  V-,  l^—l^,  '^"  — "^t-  seraient  développables 
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suivanl  les  puissances  des  ^j  et  des  r^-  et  périodiques  par  rapport 
aux  )>j .  Nous  pourrions  donc  écrire 

(•20)  Lo  =  Li  +2  -^^  Al  oïl;  cos  (2^"^-^^/  -+-2^'"''  "^  ^'^ 

où  A|  et  /i,  dépendent  seulement  des  L^-  et  où  011 '^  est  un  monôme 
entier  par  rapport  aux  V-  et  aux  r,^'  ;  on  aurait  des  développements 
analogues  pour  a",  ç^-,  Tj". 

Reprenons  donc  les  développements  (i  i)  et  substituons-y  à  la 
place  des  L^^,  X^,  ^^,  yj"  leurs  valeurs  (20).  Il  est  clair  que  oL*, 
3)vJ,  oS*,  oYjJ  seront  développables  suivant  les  puissances  de  p., 
de  T,  des  ç^',  des  r^-  et  périodiques  par  rapport  aux  «'  et  aux  X^-  ; 
nous  aurons  donc 

(21)  Lj  =LJ  -i-^ix^-^X,DKr."'cos(^k,a^^-^^k',r,+  /n^ 

où  A,  et  hi  dépendent  seulement  des  L^!  et  où  DTot  est  un  monôme 
entier  par  rapport  aux  q-  et  aux  Tj^-  .  On  aurait  d'ailleurs  d'autres 
développements  de  même  forme  pour  XJ,  ç*,  y)*,  avec  cette  diffé- 
rence que  dans  le  développement  de  ).*,  la  partie  indépendante  de 
^  serait  «',+ A^'  et  non  pas  simplement  A^) . 
Si  nous  posons 

?  '  =  /^  ?/  cos  ojj ,  r, }  =  sj-i  p  î  sin  co j , 

le  développement  (21),  d'après  le  raisonnement  du  n°  69,  prendra  la 
forme 

\  L;  =  Ll-y[^'^Ai(pl)7.(p|)7.(pi)73 

f  X  (pi  yi.'jn  COS  [^ki^Vi-^^k\  M-^^Pi^\  ^  h, 


où  nous   aurons   toujours   les   mêmes   relations   entre   les    entiers 
p  et  2y. 

Les  développements  (21)  diffèrent  donc  des  développements 
(22)  en  que  l'on  a  pris  pour  constantes  d'intégration  non  pas 
les  valeurs  initiales,  mais  les  valeurs  moyennes  des  inconnues. 

114.  Comment  aurait-on  pu  parvenir  directement  aux  dévelop- 
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pements  (21)?  Il  aurait  suffi  de  prendre  les  équations  (12)  el 
(12  bis),  ainsi  que  les  équations  (i3)  qui  s'en  déduisent,  et  d'en 
poursuivre  l'intégration  par  les  procédés  du  n"  109  mais  CH'ec  une 
différence.  Au  lieu  de  prendre 

„       T>  '^i "  '  '''"i  "'1  ~  ^•'  "'2  "^  ^'  '  —  ''"  ^' 
^0=  •' 7 -, ' 

/il/ii-i-  /i2/l2 

nous  prendrons 

sin  (  Al  «vi  -!-  /lo  «'.,  -T-  A  ) 
'-0  =  " 7 — 7 ' 

Al  71 1  —  A 2  '^2 

et  nous  conserverons  d'ailleurs  la  relation  de  récurrence  (i5). 

Nous  satisferons  ainsi  encore  à  nos  équations;  mais  nous  n'au- 
rons plus  Cq  ^  o.  C,„  =  o,  ni  par  conséquent 

^l  —    '-'l  t  -.1  —   -/  ;  'a  —    'il  ■i  ''l- —    ^'/  ) 

pour 

T  =   (ï'i  =   (12  =  o. 

Nous  ne  satisferons  donc  plus  aux  conditions  initiales  que  nous 
nous  étions  imposées  au  n°  109. 

En  revanche,  on  voit  que  les  arguments  des  sin  et  des  cos  dans 
Cq.  C/„,  . . .  seront  les  mêmes  que  dans  les  seconds  membres  de 
nos  équations,  tandis  qu'avec  la  façon  de  procéder  du  n''  109,  nous 
introduisions  à  chaque  intégration  des  arguments  nouveaux, 
puisque  nous  introduisions  des  ternies  en  sin/i  où  Ji  pourrait 
dépendre  des  wj*. 

D'ailleurs  la  valeur  moyenne  de  Cq,  et  par  conséquent  celle 
de  Cl  serait  nulle. 

Ou  bien  encore  revenons-en  aux  équations  canoniques  (5) 
du  n"  79;  nous  en  tirerons  par  exenTpte^" 

et  l'on  devra,  pour  avoir  la  valeur  de  /i'^""  approximation  de  oL,, 
remplacer  les  inconnues  dans  les  seconds  membres  par  leurs 
valeurs  de  (/?  —  lyème  approximation.  Les  divers  termes  de  la  quan- 
tité sous  le  signe    /    prendront  alors  la  forme 

A/'"  cos(v/-4- /t), 
et   nous   avons    vu   au   n"    98   que   l'intégrale   indéfinie   de    cette 
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expression  se  compose  de  77i  +  i  termes  de  la  forme 

cos 
Bti>    .     (^jt-hh)         (»  =  I,  2,  .  ..,  m). 
sin 

A  cette  intégrale  indéfinie,  il  convient  d'ajouter  une  constante 
d'intégration.  Jusqu'à  présent  nous  avons  choisi  cette  constante  de 
telle  façon  qvie  oL,  s'annule  avec  t  ;  en  d'autres  termes  nous  avons 
toujours  intégré  entre  les  limites  zéro  et  t.  C'est  ainsi  que  nous 
sommes  arrivés  aux  développements  (i  i). 

Si  au  contraire  nous  prenons  toujours  la  constante  égale  à  zéro, 
c'est  la  valeur  moyenne  àe  oL,-  qui  sera  nulle  et  nous  retomberons 
sur  les  développements  (21);  nous  prendrions  en  première  approxi- 
mation 

Il  est  clair  que  pj  et  toj  définis  comme  nous  venons  de  le  faire, 
ne  représentent  nullement  les  valeurs  moyennes  de  Oj  et  de  w/. 

llo.  J'observerai  en  passant  que  si  l'on  avait  pris  d'autres  con- 
stantes d'intégration  (que  j'appellerai  aussi  pour  un  instant  L^-,  X], 
ij  et  Tj')  liées  aux  valeurs  initiales  L",  X",  ç"  et  7,"  par  des  relations 
de  la  forme  (19),  (19  bis)  ou  (20),  tout  ce  que  nous  avons  dit 
jusqu'ici  subsisterait  et  nous  serions  encore  retombés  sur  des  déve- 
loppements de  la  forme  (21)  ou  (22). 

On  aurait  pu,  par  exemple,  faire  ce  choix  de  façon  que  p^'  et  to' 
représentent  les  valeurs  moyennes  de  p,  et  de  w^-,  mais  cela  n'a  pas 
d'intérêt  pour  ce  qui  va  suivre. 

H6.  Mais  les  développements  (21)  et  (22)  formés  au  n"  113 
jouissent  de  propriétés  particulières,  bien  dignes  d'attirer  l'atten- 
tion. Nos  équations  (12)  et  (12  bis)  ne  changent  pas  quand  on 
change  «•/  en  (V'/+  £a  (et  d'ailleurs  nous  savons  que  nos  développe- 
ments satisfont  aux  équations  du  mouvement,  aussi  bien  si  l'on  y 
fait  T  =  i,  Wi^  nit  -\-  s,  que  si  l'on  y  fait  t  =  /,  Wi=  nit). 

Quand  on  change  Wi  en  (v^-h  £,  dans  les  développements  (21) 
les  développements  ne  devront  pas  cesser  de  satisfaire  aux  équa- 
tions (12)  et  (12  bis)\  mais  que  deviendront  les  valeurs  moyennes 
Lj,  ç^',  -/j^',  \p.  Les  trois  premières  ne  changeront  pas,  la  dernière 
deviendra  \\  -\-  ti. 
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Nos  développements  ne  changeront  donc  pas  quand  on  changera 
à  la  fois  Wi  en  tv/+  £/  et  XJ  en  À,!  —  s^.  Cela  veut  dire  que  wi  et  X^ 
n'y  figureront  que  par  la  combinaison  (r/4-X^',  c'est-à-dire  que 

Supposons  maintenant,  comme  au  début  du  n"  112,  que  l'on  fasse 
tourner  tout  le  système  d'un  angle  £  autour  de  l'axe  des  x^-  Alors 
L,,  L^-,  p^-  ne  changeront  pas,  Xi  et  Xj  se  changeront  en  )^j-l- s, 
X'-he,  loj  en  m*- — -t,  i^etrjj  en  ^,cos£H-'/]jsin£  et  — Çjsin£-|-7,,cos£. 
Les  formules  devront  subsister  puisqu'elles  sont  indépendantes 
du  choix  des  axes.  Nous  devons  donc  conclure  que,  cjuand  dans 
nos  développements  (22)  nous  changerons  Xj  en  "kj  -+-  î.  en  même 
temps  que  co^'  en  to^'  —  £,  les  inconnues 


L/,     X,-,     ^M     '^i 


se  changeront  en 


L,-,     >./+£,     ^i  cos£  4-r;,  siiiî,     — ^jsine -f- 7]iCOS£. 

Si  nous  nous  reportons  à  ce  qui  a  été  dit  aux  n°^  70  et  87,  nous 
verrons  que  cela  signifie  que 


o, 


dans  les  développements  des  L  et  des  X  et 

dans  ceux  des  ^  et  des  r,,  (nous  pouvons  d'ailleurs  toujours  supposer 
que  dans  cette  égalité  le  dernier  membre  est  -+- 1 ,  car  s'il  était  —  i 
nous  n'aurions  qu'à  changer  le  signe  de  l'argument  du  cosinus,  ce 
qui  ne  change  pas  la  valeur  du  cosinus). 

On  aurait  pu  obtenir  les  i^ésultats  précédents  d'une  autre  ma- 
nière. Au  n"  114  nous  avons  vu  comment  on  peut  former  les  déve- 
loppements (22)  directement  par  approximations  successives.  On 
aurait  pu  alors  démontrer  nos  résultats  par  récurrence  en  vérifiant 
que,  s'ils  sont  vrais  dans  la  (n  —  lyèmc  approximation,  ils  le  sont 
encore  dans  la  z?"^"^". 

117.  J'ai  dit  plus  haut  que  dans  la  pratique  on  n'a  pas  à  consi- 
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dérerles  termes  où  le  petit  diviseur 

V  =  /il  lli  -^  /ij  «2 

correspond  à  des  entiers  /f,  et  /fo  très  grands;  et  c'est  grâce  à  cette 
circonstance  que  j'ai  pu  dire  au  n"  101  qu'il  n'était  presque  jamais 
nécessaire  d'avoir  égard  à  plusieurs  petits  diviseurs  dillerents. 

Je  suis  maintenant  en  mesure  de  justifier  complètement  cette 
assertion.  Cela  se  verra  mieux  d'ailleurs  sur  le  développement  (22). 
Dans  ce  développement,  en  effet,  on  a 


2^-2 


p  =  o. 


Si  [  kt  I  et  I  /l'o  1  sont  grands  et  si  v  étant  un  petit  diviseur 

I  kl  «1  -+-  /Ci  «2  I 


est  très  petit;  comme  dans  la  pratique  le  rapport — ■  ne  sera  pas 
Aoisin  de  i ,  ^  ^"    sera  également  très  grand  et  il  en  sera  de  même 

de      7   »  . 

Or  le  degré  du  terme  envisagé  est 

Ce  degré  est  donc  très  grand  et  c'est  ce  qui  l'ait  (pie  le  terme  est 
négligeable. 

Pievenons  maintenant  au  développement  (16).  On  devra  retomber 
sur  ce  développement  en  partant  du  développement  (22)  et  en  y 
remplaçant  L^-,  X^- ,  ^l,  r\l  parleurs  valeurs  (19)-  Or  ces  valeurs  (19) 
sont  développables  suivant  les  puissances  entières  positives  des  p" 
(pii  sont  des  quantités  du  second  degré.  Dans  les  développe- 
ments (19)  nous  aurons  donc  des  termes  de  degré  zéro  et  des 
termes  de  degré  positif. 

Nous  retomberons  ainsi  sur  le  développement  (lO)  dont  chaque 
terme  proviendra  d'un  des  termes  de  (21);  si  l'on  lait  attention  à 
la  manière  dont  il  a  été  obtenu,  on  voit  qu'il  sera  de  degré  au 
moins  aussi  grand  que  le   terme  de  (21)  d'où  il   provient.  Or  le 
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terme  général  de  (i<)) 

;ji«G;  cos(  V  Ait'  -l- V  /c'Xi-h  V  pcoi-J-  /(c 

provient  d'un  terme  de  (ai)  en  ^AdP*.  11  est  donc  au  moins  de 
degré     ^  /*"  ?  bien  qu'on  n'ait  plus  ici 

118.  Si  l'on  change  le  triangle  ABC  en  un  autre  triangle  symé- 
trique du  premier  par  rapport  au  plan  des  ^j^o?  on  ne  cessera  pas 
de  satisfaire  aux  équations  du  mouvement,  c'est  là  une  consé- 
quence de  la  symétrie  de  la  fonction  F  démontrée  au  n°  88. 

Or  cela  revient  à  changer  les  variables  obliques  ^^^  'f^n-i  v'o  '^n  ^^^ 
—  Ço,  — 712,  — i'o  — v,4,  ou  bien  encore  ojo  et  w,  en  0^2+"  et  a)/,  +  7T. 
Si  donc  on  change 

iO  viO  ÏO  -r'" 

en 

tO  .  y,0  £0  .-,0 

OU  ce  qui  revient  au  même  w"  et  w"  en  w^î-l--  et  w^H-tt,  les 
variables  obliques  Ço?  '^2:  Ço  ''ii  changeront  de  signe  et  les  autres 
ne  changeront  pas. 

Si  donc  les  développements  des  éléments  ou  des  coordonnées 
sont  mis  sous  la  forme  (11),  le  monôme  D]1q  sera  de  degré  pair  en 
ioj  'I25  ^4  5  '^4  dans  les  développements  des  L,  des  \,  des  ^,,  'i\i,  ^3, 
Yjs,  de  x'^,  Xo,  x!^,  .Tg  ;  il  sera  de  degré  impair  dans  ceux  de  Ç25  'I27 
^4,  r,.4,  J73,  x'^.  Si  l'on  met  les  développements  sous  la  forme  (16), 
on  verrait  de  même  que/?o  +  /?4  serait  pair  dans  le  premier  cas  et 
impair  dans  le  second.  Cela  serait  vrai  d'ailleurs  que  l'on  ait 
appliqué  les  procédés  du  n"  109  ou  ceux  du  n'*  113. 

119.  Homogénéité.  —  En  raisonnant  comme  aux  n°^  73  et  89, 
on  verrait  que 

h,,     pi  sont  homogènes  de  degré   i, 
>  « 

Oc'n  »  »  «, 

X,-,       tOi  »  »         o 
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par  rapport  aux  L"  et  aux  p*',  ou  bien  encore  par  rapport  aux  L^, 
aux  (S^9)2  et  aux  (r^])-. 

120.  Résumé.  —  Dans  ce  Chapitre,  nous  avons  transformé  nos 
développements,  de  telle  façon  que  nos  inconnues  se  présentent 
sous  la  forme  de  fonctions  de  trois  variables  t,  w,  et  w.,-  Ces  fonc- 
tions sont  développables  suivant  les  puissances  de  t  et  suivant  les 
cosinus  et  les  sinus  des  multiples  des  w. 

Elles  satisfont  aux  équations  du  mouvement  quand  on  y  fait 

'z  =  t-\-c,         ivi  =  nit-hzi,         a'.y=  riit -\- -i, 

quelles  que  soient  les  valeurs  des  constantes  arbitraires  c,  s, 
et  So-  Outre  les  trois  variables  t  et  w,  nos  fonctions  dépendent  de 
douze  constantes  d'iiatégration  et  la  forme  du  développement 
dépend  des  constantes  que  l'on  choisit.  Si  l'on  adopte  les  valeurs 
initiales 

^l  )         '^l   )         -si  î         'Il 

des  inconnues  L/,  X-,  i,,  -fn  pour  t  =  (v,  =  iVo,  les  développements 
prennent  la  forme  (i  i).  Si  l'on  adopte  les  valeurs  initiales 

^/î     ^^iJ    P/,    ^i 

des  inconnues  L,-,  A/,  p,-,  w/,  ils  prennent  la  forme  (i6).  Ce  sont  là 
les  développements  auxquels  on  est  conduit  par  l'application  du 
procédé  du  n°  109. 

Mais  on  peut  faire  un  autre  choix.  Si,  comme  au  n°  113,  on  peut 
choisir  non  plus  les  valeurs  initiales  des  inconnues,  mais  leurs 
valeurs  moyennes,  on  est  ainsi  conduit  aux  développements  (22) 
qui  jouissent  de  propriétés  remarquable^. 
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LE  PROBLÈME  RESTREI^^T. 


121.  Le  problème  restreint.  —  Au  n°  3o,  nous  avons  envisagé  un 
problème  particulier.  Nous  avons  supposé  que  les  trois  corps  soient 
le  Soleil,  une  grosse  planète  et  une  petite  planète,  et  que  la  masse 
de  cette  dernière  soit  assez  petite  pour  que  l'on  puisse  négliger  les 
perturbations  qu'elle  produit  dans  le  mouvement  de  la  grosse  pla- 
nète. Dans  ces  conditions,  cette  grosse  planète  décrit  une  ellipse 
képlerienne;  nous  avons  supposé  de  plus  que  l'excentricité  de 
cette  ellipse  est  nulle  de  telle  façon  que  l'orbite  de  la  grosse  pla- 
nète soit  circulaire,  et  que  la  petite  planète  soit  à  l'origine  du  temps 
dans  le  plan  de  cette  orbite  et  que  sa  vitesse  initiale  soit  également 
dans  le  plan  de  cette  orbite,  lien  résulte  évidemment  que  la  petite 
planète  restera  toujours  dans  le  plan  de  cette  orbite. 

Nous  pouvons  alors  appliquer  la  transformation  du  n°  30  de 
deux  manières  différentes  : 

1°  Nous  pouvons,  comme  au  n"  32,  supposer  m;  =  o^  ce  qui, 
comme  nous  l'avons  vu,  revient  à  supposer  que  la  grosse  planète 
est  rapportée  au  Soleil,  et  la  planète  au  centre  de  gravité  de  la 
grosse  planète  et  du  Soleil. 

2"  Nous  pouvons,  comme  au  n''  33,  supposer  m,  =  o,  ce  qui 
revient  à  rapporter  les  deux  planètes  au  Soleil. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura 

F  =<t>o-i- «ii*i, 

*o=  Ti  — 


OU 


Ti- 


AG 

nii  m^ 

?7i-!  m<^ 

AB 

BG    ' 

T. 

2  \  m'.          m'.         j7i' 
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Dans  le  second  cas,  on  aura 

F  =  'Pi) -h  "^1*1, 
où 

;??',  (  /«i  -i-  7»  7) 


*o=To- 


BD 

m  1  ni^  /    I  (    \  /    I 


T,  et  To  consei'vanl  la  même  signification. 

Dans  un  cas  comme  dans  Jautre,  on  trouve  que  le  mouvement 
de  la  grosse  planète  est  conforme  aux  lois  de  Kepler;  et  que  celui 
de  la  petite  planète  se  fait  conformément  aux  équations  cano- 
niques (i3)  ou  (i3  bis)  du  Chapitre  II  qui  s'écrivent 

d.r',  d<Py  dy'i  r/*,  ,    -    c. 

dt  dyi  dt  dxi 

dans  le  premier  cas,  et 

dx'i  <3?<ï>i  dy'i  d<i>i 

dans  le  second  cas. 

Dans  le  premier  cas  on  a,  à  des  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur, 

et  Ion  pose 

.r/=  '"'//;■=  w-v//       (f  =  4,  5,  6). 

Dans  le  second  cas,  on  a 

m  \  =  m  '.,  =  /»  j  =  «?  1 
et  l'on  pose 

y,-  =  m'i  fi  -—  "h  y"i         (  /  =  I ,  -2 ,  3  ) . 

On  arrive  ainsi  aux  équations  {\.\)  du  Chapitre  II  qui  s'écrivent 

dx)^  _  d^  d^jy  _  _  d^ 

^    '  r//         ^/r';'  df'  dx'i' 

cL  où  l'on  doit  faire  iz=.  \.  5,  6  dans  le  premier  cas,  et  /==  i ,  2,  3 
dans  le  second  cas. 

On  remarquei'a  que  *!',  dépend  non  seulement  des  inconnues  x' 
ou  y'  (ou  x"  et  jk')^  mais  encore  du  temps,  puisqu'il  dépend  des 
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coordonnées  de  la  grosse  planète  qui  sont  des  fonctions  connues 
du  temps. 

122.  Cela  posé,  faisons  comme  au  n"  78  et  exprimons  les  x'  et 
Icsjk'  en  fonctions  des  éléments  canoniques 

À/,     L,-         (t  =  1,  2), 

p/,     co,:         (i  =  I,  2,  3,  4). 
Comme 

2,  ^'  dy'  —  \  \  clL  ^  \  w  dp 

est  une  dift'érentielle  exacte,  ce  changement  de  variables  sera  cano- 
nique. 

Nous  retrouverons  ainsi  les  équations  (4)  du  n"  78.  Adoptons, 
pour  fixer  les  idées,  l'hypothèse  du  n**  33,  de  sorte  que  m,  soit  très 
petit  et  que 

Le  mouvement  delà  grosse  planète  étant  képlerien,  les  éléments 
canoniques  de  cette  grosse  planète  L^,  pa,  p',,  W;{,  M:,,  Xo  demeure- 
ront constants  à  l'exception  du  dernier  Xo  qui  variera  propor- 
tionnellement au  temps. 

Quant  aux  éléments  de  la  petite  planète  L,,  p,,  po,  w,,  too,  }.,, 
ils  satisferont  également  aux  équations  (4)  du  n°  78;  seulement, 
comme  Oo  est  indépendant  de  ces  éléments,  ces  équations  se 
réduiront  à 


dLi  d<î>,  dli  dft>i 

(4) 


dt  ""'dl^'  dt        "^\iU 


d'Ji  d^\  diài  d^i 

dl  ^  diMi  dt  '  dpi  ^  '     '' 

Ces  équations  (4)  auraient  d'ailleurs  pu  être  obtenues  en  transfor- 
mant les  équations  (2).  En  effet,  l'expression 

N  x'i  dy'i  —  X 1  (iLi  —  \   0)  ^p . 

qui  est  l'expression  (i)  du  n°  78  est  une  différentielle  exacte.  Nous 
avons  donc  fait  un  changement  de  variables  canoniques  et,  d'après 
le  n"  12,  ce  changement  n'altère  pas  la  forme  canonique  de  nos 
équations,  bien  que  <î>,  dépende  explicitement  du  temps. 
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Les  équations  (4)  sont  sous  une  forme  qui  pourrait  quelquefois 
sembler  gênante  puisque  les  deux  membres  sont  de  l'ordre  m,  et 
par  conséquent  infiniment  petits.  Nous  poserons  donc 

Li=  miL[,         pi=mip'i  (t  =  i,2). 

De  cette  façon  les  L'  et  les  p'  seront  finis  et  nos  équations  devien- 
dront 

/  dL'i  d^\  d\i    _  d^i 

\'dr^~drx'  'dl  ''^  dL{' 

(5)  < 

<3?p^-    _       d<^i  doii        d^i 

dt  diùi  dt  dp'i 

D'ailleurs  les  équations  (5)  auraient  pu  être  déduites  des  équa- 
tions (3).  Car 

^  X  dy  —  Xi  (iLi  —  ^.^'^  ^? 

2  ^'  ^y  "~  ^'  1  ^^"1  ~  2  "'  ^^''''  ^ m ■ 

est  une  différentielle  exacte,  de  sorte  que  l'on  peut  prendre  pour 
variables  L', ,  A),  p'^-,  w^-  sans  que  la  forme  canonique  des  équations 
soit  altérée. 

On  voit  d'ailleurs  que  si  l'on  considère  une  planète  fictive  ayant 
même  trajectoire  que  la  planète  A"  du  n°  74  mais  ayant  pour  masse, 
non  plus  n^'^  (c'est-à-dire  /?^l  puisque  tni^=rn\  à  des  infiniment 
petits  près  d'ordre  supérieur),  mais  i,  les  coordonnées  de  cette 
planète  sont  x\^  x'.,,  x'^,  les  composantes  de  sa  quantité  de  mouve- 
ment y",,  jkIi  JK3  et  ses  éléments  canoniques  L, ,  Xi,  p'^-,  co^-. 

123.  Nous  avons,  d'après  le  n"  33, 

/»i4>i  —  T,-^- Ui-i- U3. 

Au  n°  82,  nous  avons  trouvé 


Ti-|-Ui= —  — Tir  '  Mi= /n'.  niT /nh 

■2L1 


Nous  animons  donc 


lAi; 


ou 


M    =  — i  =  /«?, 


puisque  m ,  =  /« , 
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Quant  à 

nous  avons  vu  au  n"  40  la  forme  particulière  qu'elle  prend  dans  le 
cas  qui  nous  occupe;  mais,  comme  je  l'ai  dit  au  n''  41,  les  mêmes 
simplifications  ne  se  produiraient  pas  si  l'on  adoptait  l'hypothèse 
du  n"  32.  Nous  ne  nous  en  servirons  d'ailleurs  pas  et  nous  nous 
bornerons  à  rappeler  quelle  est,  d'après  le  Chapitre  IV,  la  forme 
de  la  fonction  perturbatrice  [J.F,  et  par  conséquent  celle  de  <ï>,. 
Nous  aurons 

où  A  dépend  seulement  de  L'^  et  Lo. 

Dans  la  formule  (lo)  du  n°  83,  j'ai  remplacé  p,  et  po  par  «?,p, 
et  //«ipo,  j'ai  divisé  ensuite  par  ;??,,  c'est  ce  qui  explique  la  présence 
du  facteur  m^'^'^^-''^;  de  plus  j'ai  fait  /i  =  o  en  vertu  du  théorème 
du  n°  81. 

Je  rappelle  de  plus  que 

en  vertu  du  n"  87  et  que 

Nous    supposons   de    plus   que   l'orbite  de  la  grosse    planète   est 

circulaire,  ce  qui  s'écrit 

p.j  =  o, 

et  que  les  inclinaisons  sont  nulles,  ce  qui  s'écrit 

p,  =   p4  =  O. 

Tous  les  termes  du  second  membre  de  (6)  sont  donc  nuls,  sauf 
ceux  pour  lesquels  on  a 

Çi  =  Çs  =  q!,=  o, 

et  par  conséquent 

P2=P3=Pi=  o. 

Donc,  en  posant 
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il  reste 


OU 


(7)  'l'i^ ^T^V  +  I^  X  Bp;'7'cos(/riXi  +  A-2X2+/'iWi), 

B  ne  dépend  que  de  L',  et  de  Lo  ;  je  puis  même  dire  qu'il  ne  dépend 
que  de  L', ,  puisque  Lo  est  une  constante  absolue  qui  est  une  des 
données  de  la  question. 
On  a  d'ailleurs 

(8)  kl+k,  =  pi. 

Quant  à  Xo  nous  pouvons  le  regarder  comme  égal  à  /lo  t,  en  prenant 
pour  origine  du  temps  l'instant  où  la  longitude  de  la  grosse  pla- 
nète est  nulle;  d'autre  part  n^  est  une  constante  absolue  qui  est 
une  des  données  de  la  question. 
Posons  alors 

F'  :=F;  +  [aFi  =  <ï>,+  «2(p;-Li), 

M' 
F\  =  y  Bpj'7icos(/tiX,  +  A-2X2  +  /?itoi), 

A  [  =  Al  Àoj  CO|   =   0l)i  — }—  A2. 

Les  équations  du  mouvement  deviendront 


(9) 


Les  équations  ont  donc  encore  la  forme  canonique;  seulement 
cette  fois,  comme,  en  vertu  de  la  relation  (8), 

F'i=2Bp';/'cos(/nÀi-f-/^iwi), 

notre  /onction  F'  ne  dépend  que  des  quatre  inconnues  L', ,  p'^,  )/, , 
oj',  et  /te  dépend  plus  explicitement  du  temps. 

124.   Intégrale  de  Jacobi.  —  Au  n''34,  nous  avons  vu  que,  dans 


dt 

dF' 
~       dl\  ' 

d\\ 
dt 

dF' 
dh\ 

dp\ 

dF' 

dit}  î 

dF' 

~dt 

~        di,y\  ' 

dt 

^  d?', 
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Jes  cas  des  n°^  32  et  33,  les  intégrales  des  forces  vives  et  des  aires 
deviennent  illusoires,  et  cela  parce  que  la  fonction  <ï>,  dépend 
explicitement  du  temps. 

Ici  notre  fonction  F'  ne  dépendant  pas  explicitement  du  temps, 
nos  équations  (9)  admettent  l'intégrale 

F'=  const., 
qui  est  connue  sous  le  nom  à' intégrale  de  Jacobi. 

125.   Remarque.  —  Il  importe  de  faire  une  observation  au  sujet 
de  F[,.  Nous  avons 

^;  _  m;  _ 

dp[  - 

Il  n'y  a  aucune  relation  linéaire  à   coefficients   constants  ni  a 
fortiori  à.  coefficients  entiers,  entre  j^  et  /^o,  puisque  la  première 

de  ces  quantité  dépend  de  L',  et  que  la  seconde  est  une  constante. 
"  11  n'y  en  a  donc  pas  non  plus  entre  les  deux  dérivées  partielles 
de  F;. 

On  verra  bientôt  l'importance  de  cette  remarque. 

126.   Généralisation.  —  Soit  plus  généralement  F  une  fonction 
de  2/1  variables 

L],     Lj,     . . . ,     L/j, 

Al,     X-2 ,      . . . ,     À  ,1, 

et  envisageons  les  équations  canoniques 

,  dLi  dF  d\i        dF 

^^'°>  ~dF=-dX,'  dt=dL,  ('  =  r,  .,...,;.). 

Je  suppose 

où  [j.  est  une  constante  très  petite.  Je  suppose  que  F„  dépend  seule- 
ment des  L/  et  de  telle  façon   qii  il  n'y   ait  aucune  relation 

linéaire  à  coefficients  entiers  entre  les  dérivées  partielles  -j—- 
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Quant  à  F|,  c'est  une  fonction  périodique  des  )>/,  développable 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  des  X/,  les  coefficients 
du  développement  dépendant  d'ailleurs  des  L. 

Les  équations  (9)  rentrent  comme  un  cas  particulier  dans  les 
équations  (10)  en  faisant  jouer  à  F^  et  F',  le  rôle  de  Fo  et  F,,  à  L', 
et  p'^  celui  de  L|  et  Lo  ;  à  )/,  et  to,  celui  de  ).,  et  Xo. 

En  effet  Fj,  ne  dépend  que  de  L',  et,  p',  et  en  vertu  du  n°  122,  il 
n'j  a  entre  ses  dérivées  partielles  aucune  relation  linéaire  à  coeffi- 
cients entiers. 

D'autre  part  F'^  est  une  fonction  périodique  de  A',  et  to,. 

Observons  maintenant  que  toutes  les  conclusions  des  Chapitres  V 
et  VI  s'appliquent  aux  équations  (10).  Dans  ces  Chapitres  nous  ne 
nous  sommes  occupés  que  du  problème  des  trois  corps,  mais  les 
résultats  peuvent  être  immédiatement  étendus,  d'abord  au  cas 
d'un  nombre  quelconque  de  corps,  et  ensuite  à  des  problèmes 
dynamiques  beaucoup  plus  généraux. 

Quelles  sont  en  effet  les  seules  hypothèses  qui  aient  joué  un 
rôle  dans  nos  démonstrations? 

1°  C'est  d'abord  que  Fq  ne  dépend  que  des  L. 

Les  équations  (10)  satisfont  à  cette  hypothèse. 

Nous  ne  nous  sommes  pas  servis  de  la  forme  particulière  de  la 
fonction  Fq  et  par  exemple  j'ai  toujours  désigné  les  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  de  F^  par  la  notation  Cik,  sans  faire  inter- 
venir les  simplifications  qui  résultent  de  ce  fait  que  C,2=o 
{cf.  n"  106). 

2"  C'est  ensuite  que  le  rapport  —  est  incommensurable.  Dans  le 

cas  où  il  y  a  plus  de  deux  variables  L,  cette  condition  doit  être 
remplacée  par  la  suivante,  qu'il  n'y  a  entre  les  ni  (c'est-à-dire 
entre  les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  Fo  pour  L/=  T^"  aucune 
relation  linéaire  à  coefficients  entiers. 

Or  nous  avons  supposé  plus  haut  qu'il  n'y  avait,  dans  le  cas  des 
équations  (lo),  aucune  relation  linéaire  à  coefficients  entiers  entre 
les  dérivées  partielles  de  Fq  qui  soit  identiquement  satisfaite. 
Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  qu'on  ait  choisi  les  L"  de 
telle  sorte  qu'il  n'y  ait  entre  les  ni  aucune  relation  de  cette  forme 

3"  C'est  ensuite  que  Fi  est  périodique  par  rapport  aux  ).j. 

Cette  condition  est  encore  remplie  pour  les  équations  (10), 


1 
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4"  C'est  enfin  que  F,  est  développable  suivant  les  puissances 
des  ^  et  des  r,. 

Dans  le  cas  des  équations  (lo),  la  fonction  F,  ne  dépend 
d'aucune  variable  analogue  aux  ^  et  aux  r^.  La  condition  peut  donc 
être  considérée  comme  remplie  ;  seulement  le  développement  de  F, 
suivant  les  puissances  des  ^  et  des  -^  se  réduit  à  un  seul  terme,  le 
terme  de  degré  zéro. 

Toutes  nos  conditions  étant  remplies,  tous  les  résultats  des 
Chapitres  V  et  YI  s'appliquent  aux  équations  (lo). 

127.  Nous  pouvons  donc  satisfaire  aux  équations  (lo)  en  posant 
(11)  L,-  =  L?  +  oL/,         X,-  =  Jii  ^  +  X  °  +  oX,-, 

où  L"  et  Vl  sont  des  constantes  qui  représentent  les  valeurs  initiales 
de  Lj  et  \i\  où  m  est  également  une  constante  égale  à  la  valeur 

de  -—  pour  L/=i  L"  ;  où  enfin  oL/  et  oX^  sont  développables  sous 

la  forme 

V  [JL=<A^'«  cos(v^4-  h). 

A  et  h  sont  des  constantes  dépendant  seulement  des  L"  et  des  X"  ; 
et  l'on  a 

les  ki  étant  des  entiers. 

J'ajoute  que  les  3L  et  les  oX  contiennent  jjl  en  facteur  et  d'autre 
part  s'annulent  pour  ^  =  o. 

C'est  la  formule  (6)  du  n"  102.  Seulement  le  monôme  OlUo  a 
disparu,  parce  que  nous  n'avons  pas  de  variables  analogues  aux  ç 
et  aux  Ti. 

Mais  il  j  a  plus  :  nous  pouvons  former  des  développements 
dépendant  de  /i  -|-  i  variables 

T,        IPi,        (Vo,         ...,        «•„, 

en  remplaçant  dans  le  développement  de  oL;  et  de  ù\i  la  lettre  t  par  'z 

quand  elle  est  en  dehors  du  signe  cos  et  v^  par  ^Ai(vv  sous  le 

signe  cos.  D'autre  part  dans  le  premier  terme  du  second  membre 
de  la  seconde  équation  (i  i),  nous  remplacerons  Tiit  par  (V/. 


rjO  CHAPlTRli:   Ml. 

Si  donc  nous  avons 


clL 


■  =  'V  ;j.a  A  t'"  cos  (^it  ~-  h), 


dKi  =  V  jj.cc  A'  t"'  cos (■  ^)t  +  h'), 
nos  nouveaux  développements  s'écriront 

L/  =       L/       +  V  i^a  A  T'«  cos  (S  ki  Wi  +h\ 


(12)  ,  ^  .  . 

I   A,-  =  n>/ -^  X'^  -+-  V  iJ.«  A'  T'^'  cos  ^  V  A-,-  H^/  +  A'  j . 
Si,  dans  ces  nouveaux  développements,  nous  faisons 

nous  retombons  sur  les   développements  (ii)  et  par  conséquent 
nous  satisfaisons  aux  écjuations  (lo). 

Mais  le  Chapitre  VI  nous  a  appris  que  si,  dans  ces  développe- 
ments (12),  nous  faisons 

Z  =   t-^-  C,  Wl=  lli  t  -I-,  Zi  , 

nous  satisferons  encore  aux  équations  (10)  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  aux  n  -+- 1  constantes  arbitraires  c  et  s/. 

J28.  Toutes  les  autres  conclusions  du  Chapitre  V  subsistent; 
par  exemple  nous  n'aurons  pas  de  terme  de  rang  négatif;  nous 
n'avons  pas  de  terme  séculaire  mixte  de  rang  nul;  nous  n'avons 
pas  de  terme  de  rang  nul  dans  le  développement  des  L/. 

En  deuxième  approximation,  c'est-à-dire  si  nous  négligeons  [j.-, 
il  n'y  aura  pas  de  terme  séculaire  dans  les  L/;  c'est  là  la  générali- 
sation du  théorème  sur  l'invariabilité  des  grands  axes.  Nous  remar- 
querons qu'ici  il  s'applique  à  n  variables  sur  2/1  tandis  que  dans 
le  problème  des  trois  corps  il  ne  s'appliquait  C[u'à  2  variables 
sur  I  2. 

Cela  tient  à  ce  que,  dans  les  équations  (10),  la  fonction  Fq  dépend 
des  n  variables  L  (et  qu'elles  y  figurent  pour  ainsi  dire  indépen- 
damment puisqu'il  n'y  a  pas  de  relation  linéaire  entre  les  dérivées 
de  Fq).  Au  contraire,  dans  le  problème  des  trois  corps,  cette  fonc- 
tion Fq  ne  dépeiidait  que  de  2  varialjles  sur  13. 
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129.  Nous  allons  maintenant  transformer  notre  méthode;  noua 
allons  nous  efforcer  de  la  modifier  de  façon  à  nous  débar- 
rasser des  termes  séculaires. 

Pour  cela  nous  allons  nous  servir  du  théorème  du  n°  16.  La 
formule  (24)  de  ce  numéro  s'écrit 


2^x  dy  =  do.  ^  2.  ^1^  '^^^i^  ~ 

dont  je  rappelle  la  signification. 

La  fonction  £1  est  définie  par  l'équation 

dt  -^^ Za^ dt  -^    ^ 


dt. 


Les  a/f  sont  les  constantes  d'intégration  et  les  Aa  sont  des  fonc- 
tions de  ces  constantes. 

La  formule  en  question  s'appliquait  aux  équations  (i)  du  Cha- 
pitre I,  mais  on  peut  passer  de  ces  écjuations  à  nos  équations  (to) 
en  changeant 

^,    JK,     F 
en 

L,    X,     —F. 

La  formule  devient  alors 
(  i3  )  V  L  (^.  =r  f/Q  -4-  "V  A/,  f/a/, -f-  F  dt, 


avec 


ï=i: 


=  y  L^-F 


d\. 


Nous  allons  substituer  à  la  place  des  L  et  des  \  leurs  développe- 
ments (12);  il  est  clair  qu'après  cette  substitution 

sera  encore  développable  sous  la  même  forme;  c'est-à-dire  suivant 
les  puissances  de  1  et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples 
des  w. 

Nous  déterminerons  ensuite  tl  par  l'équation 


,  ^,  do.       do,      v'       d--       V 

^  dt         dz       Xmi       dwi       ^,à 


do.        do,       v^        ^--    _  V  T  -^  _  F 
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Cette  équation  est  de  la  même  forme  que  réqualion  (i3)  du  Cha- 
pitre précédent;  nous  la  traiterons  de  la  même  manière,  et  elle 
nous  donnera  pour  Q  une  valeur  développable  suivant  les  puissances 
de  T  et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  w.  Cette 
équation  (i  5)  ne  définit  pas  entièrement  Q,  mais  nous  pouvons  dans 
la  formule  (i3)  prendre  pour  0  l'une  quelconque  des  solutions  de 
l'équation  (lo).  Nous  choisirons  celle  qui  est  développable  suivant 
les  puissances  de  t  et  les  lignes  trigonométriques  des  w. 

Nous  savons  que  nous  satisfaisons  aux  équations  (lo)  en  faisant 

■z  =  t  -i-  c,         iVi  =  riit  -\-  Zi. 

Nous  aurions  ainsi  3/?,  -|-  i  constantes  d'intégration,  à  savoir  les  L", 
les  \^-^  les  £/  et  c.  Ces  constantes  ne  sont  pas  distinctes  et  il  nous 
suffit  d'en  conserver  2/z;  nous  pouvons  donc  annuler  n  +  i  d'entre 
elles.  Nous  ferons 

X?  =  c  =  o. 

Dans  ces  conditions 

L,    X,    il 

seront  des  fonctions  de  t,  des  lo/  et  des  L^^.  Ainsi  que  nous  l'avons 
vu,  la  fonction  ù,  de  même  que  les  L,  et  les  A/ —  (V/,  est  dévelop- 
pable suivant  les  puissances  de  t  et  les  lignes  trigonométriques 
des  w. 

L'expression 

V  L  d\  —  du 

sera  donc  de  la  forme 

H  ^-  --  2  W/  d^vi -  y]  C,  ^L° , 

où  H,  W/  et  Ci  seront  des  fonctions  des  L^^,  des  (v  et  de  t  dévelop- 
pables  suivant  les  puissances  de  t  et  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  des  w. 
Si  nous  faisons 

d'où 

d-  =  dt, 

dwi  =  iii  dt  -+-  dzi-k~  t  drii, 
L  et  A  devront  satisfaire  aux  équations  (lo)  et  par  conséquent  à  la 
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relation  (i3).  Or  on  trouve 

y  L  ^. — da  =  (h  +2  ^'"'■)  '^^  -^2  ^^'  ^^^'-^2  ^^  '^^^'"' 

où  l'on  a 

puisque,  les  «a  ne  dépendant  que  des  LJ,  on  a 

^  dh^       ' 

Nos  constantes  d'intégration,  qui  jouent  le  rôle  des  a^  de  la  for- 
mule (i3),  sont  ici  les  L^^  et  les  £/. 

Donc,  d'après  le  théorème  du  n"  16,  les  W,  et  les  C",  c'est-à-dire 
les  coefficients  des  dei  et  des  dL^  qui  jouent  le  rôle  des  da/t,  seront 
des  constantes  indépendantes  du  temps  et  dépendront  seulement 
des  constantes  d'intégration.  De  plus 

sera  aussi  indépendant  du  temps  en  vertu  de  l'équation  des  forces 
vives. 

Or  les  W/  sont  développables  suivant  les  puissances  de  ij.  et  de  t 
et  suivant  les  cosinus  et  sinus  des  multiples  des  w;  ils  sont  donc 
de  la  forme  de  la  fonction 

/(  1^-,  -,  »'//), 

à  laquelle  s'appliquait  le  dernier  lemme  du  n°  107.  Or  pour 

notre  fonction 

doit  se  réduire  à  une  constante  /q  indépendante  du  temps,  et  ne 
dépendre  que  des  constantes    d'intégration  £/  et  L"  ;    ou   mieux 
encore    elle   ne   dépendra  que    des   L^^,   puisque   nous  avons  fait 
iVfi=  J^kt-,  ce  qui  veut  dire  que  nous  avons  supposé  £/(=  o. 
On  aura  donc 

/([O.,  t,  «/,/)— /o=o, 

/„  ne  dépendant  que  des  L°. 
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Donc,  en  vertu  du  lemme  du  n°  107,  nous  devons  avoir  pour 
toutes  les  valeurs  de  t  et  des  iv 

W/— /o  ==  /(  [x,  -,  uv/)  — /o  =  o. 

C'est-à-dire  que  W/  ne  dépend  que  des  L". 

Envisageons  maintenant  les  coefficients  C/  et  les  expressions 


C-^Hw.^ 


quand  on  y  fera 


cette  expression  se  réduira  ; 


«'-'2-^^ 


c'est-à-dire  à  C"  et  ne  dépendra,  comme  nous  l'avons  vu,  que 
des  L"  ;  en  appliquant  le  même  raisonnement,  on  verrait  que  l'on 
a  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  des  «v 

et  que  C|'  ne  dépend  que  des  L".. 

Il  en  est  de  même  de  F  qui  est  également  indépendant  du  temps. 
Reprenons  donc  l'identité 

( i6 )  ^  L  f/>.  —  do  =  II  d-  -+-  V  AY .  diVi -1-  y  C/  clL'^ , 

et  faisons-y 

-r  =  (!•/=  o, 

pour  ':  =  (ï'i  =  o  on  aura  ' 

'u  — ■  '^t  ■) 
et  par  conséquent 

puisque  nous  avons  supposé  les  Vj  nuls;  Q  se  réduira  à  Ûy  et  C/  se 
changera  en  C|-  (quantité  qui,  nous  l'avons  vu,  ne  dépend  que 
des  L");  on  aura  d'ailleurs 

d-z  =  dw  =  d\  =  o. 


LK    PBOBLIi.ME    RESTREINT.  I7;) 

Notre  identité  deviendra  donc 

{16  bh)  -dLlo  =  ^Gl  di^l 

En  retranchant  (i6)  et  (i6  bis)  il  vient 

2  L  dl  - 2  W,  f/<p,  =  Ed--^diQ-  Oo ) -h  T  V  VY/, ^  di: , 

et  si  l'on  suppose  -:  =  o,  d'où  d-z  =  o, 

(■  r 7  )  y  L  dl  —  V  W  f^.v  =  d(9.  -  il,  ). 

Reprenons  les  développements  (12)  et  faisons-y  comme  plus 
Ira  ut  >,|'  =  o,  et  de  plus  faisons- j  t  =  o. 

Ils  pourront  alors  être  regardés  comme  définissant  les  iii  cjuan- 
tités  L/  et  Xi  en  fonction  des  2/1  variables  L"  et  tr/. 

D'autre  part  les  /i  quantités  W/  sont,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  des  fonctions  des  n  quantités  L^^,  et  inversement;  remplaçons 
les  L"  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  W^-.  Les  développe- 
ments (12)  où.  l'on  fait  À"  =  7  =  0  peuvent  donc  être  regardés 
comme  définissant  les  L  et  les  A  en  fonction  des  W  et  des  (v. 

Nous  pouvons  donc  prendre  les  ^A'  et  les  iv  pour  nouvelles 
variables;  la  relation  (17)  nous  apprend  que  le  changement  de 
variables  est  canonique.  Il  n'altère  donc  pas  la  forme  canonique 
des  écjuations  (10)  qui  deviennent 

_^__£/F  d»'  _   d¥ 

(Jr  nous  venons  de  voir  cpie  F  ne  dépend  c[ue  des  LJ*.  Si  nous 
remplaçons  les  L"  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  V^  i,  F  ne 
dépendra  c[ue  des  W/  et  sera  indépendant  des  «r. 

dF 
On  aura  donc  -7—  =  o,  et  par  conséquent 

div  ^        '■  ' 

W  =:  const. 

11  en  résulte  que  F  et  ses  dérivées  -j^  qui  ne  dépendent  que  des  W 
seront  aussi  des  constantes. 
Soit  alors 
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il  viendra 

dwi         , 

OU 

Wi  =  n'i  t  -\-  Wi^ 

Wi  étant  une  nouvelle  constante  d'intégration. 

Les  L^,  qui  ne  dépendent  que  des  W,  seront  également  des  con- 
stantes. 

Nous  satisferons  donc  à  nos  équations  en  faisant  dans  les  déve- 
loppements (12) 

\\  =  0,         T  =  o,         L?  =  const.         Wi~  n'it  -i-  wi. 

Les  n-  sont  des  constantes  qui  dépendent  des  L",  mais  qui  sont 
différentes  des  /?,-. 

Le  point  intéressant  c'est  que,  comme  nous  avons  fait  t  =  o, 
tous  les  termes  séculaires  ont  disparu. 

L'analyse  qui  précède  démontre  les  théorèmes  que  nous  avons 
établis  par  une  autre  voie  dans  les  Méthodes  nouvelles  de  la 
Mécanique  céleste,  t.  Il,  n"'  125  et  138,  et  aussi  dans  le  Bulletin 
astronomique,  t.  XIV,  p.  242,  problème  B. 

130.  Le  lemme  du  n°  107  est  applicable  à  la  fonction 

à  une  condition.  Cette  fonction  peut  contenir  un  nombre  infini  de 
termes,  mais  le  coefficient  de  ijl='  n'en  doit  contenir  qu'un  nombre 
fini. 

Cette  condition  est-elle  remplie  dans  le  cas  qui  nous  occupe? 

Elle  l'est  si  l'on  ne  prend  dans  F  qu'un  nombre  fini  de  termes. 
Nous  avons  en  efïet  les  équations 


^^^' 


(19)    [ 


analogues  aux  équations  (9)  du  Chapitre  V,  n°  106;  les  lettres  <I> 
et  G/A  ont  la  même  signification  que  dans  ce  n"  106;  il  ne  faut 
donc  pas  confondre  les  C/yj  avec  les  C/  du  n°  129  avec  lesquels  ils 
n'ont  aucun  rapport. 
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Je  suppose  que  l'on  ait  démontré  qu'en  /î'"™"  approximation, 
c'est-à-dire  en  négligeant  les  termes  en  jj."  et  les  termes  d'ordre 
supérieur,  nos  oL/  et  nos  oki  se  réduisent  à  un  nombre  fini  de 
termes  ;  je  dis  que  cela  sera  encore  vrai  en  (a  -j_  ly^^c  approximation. 

Pour  avoir  les  valeurs  de  (/i  +  i)'^"""  approximation,,  nous  devons 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (19)  substituer  à  la  place 
des  oLi  et  des   ôX^  leurs   valeurs   de   /i'^™"   approximation.    Nous 

savons  que  -rA  peut  se  développer  suivant  les  j)uissances  des  oL  et 

des  S)v  sous  la  forme 

(20)  '^BDTL', 

DïL'  étant  un  monôme  entier  par  rapport  aux  oL  et  aux  SX.  Nous 
pouvons  arrêter  le  développement  aux  termes  de  degré  n  exclu- 
sivement par  rapport  aux  oL  et  oX.  En  effet,  comme  o\  et  Kk  con- 
tiennent y.  en  facteur,  ces  termes  sont  de  l'ordre  de  jjl".  Nous  avons 
donc  le  droit  de  les  supprimer. 

Notre  développement  (20)  se  composera  donc  d'un  nombre  fini 
de  termes;  quant  au  coefficient  B,  c'est,  à  un  facteur  numérique 
près,  l'une  des  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  de  F,,  où  l'on 
a  substitué  aux  inconnues  leurs  valeurs  de  première  approximation, 
et,  comme  nous  ne  prenons  dans  F,  qu'un  nombre  fini  de  termes, 
B  n'en  contiendra  non  plus  qu'un  nombre  fini.  On  raisonnerait  de 

même  pour 

dFj_        d^       clFi 
d\ic        clLi       dhi 

Les  seconds  membres  des  équations  (19)  ne  contiennent  donc 
cju'un  nombre  fini  de  termes;  il  en  est  donc  de  même  des  oL  et 
des  o\.  C.    Q.    F.    D. 

On  voit  en  même  temps  que  les  dérivées  partielles  de  F  satisfont 
à  la  même  condition. 
Donc 


^-a 


\.—-dt  —  ¥t 


y  satisfait  également  et  il  en  est  de  même  de 


_  ,  ^   f/X         do. 
Wj=  >  L-T— -j — 

^   '       diVi  dw; 


p. 
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et  de 

d\  dû 


Toutes  ces  quantités  ne  contiendront  dans  leur  développement 
qu'an  nombre  fini  de  termes,  si  l'on  néglige  tous  les  termes  qui 
contiennent  jj."  en  facteur,  et  cela  quelque  grand  que  soit  l'expo- 
sant entier  n. 

Cette  circonstance  nous  permet  d'appliquer  le  lemme  du  n"  107. 

131.  Les  quantités  W^-  et  n'^  peuvent  être  développées  suivant 
les  puissances  de  [x.  Cela  est  évident  pour 

JmU         dWi  dWi 

puisque  L,  ).  et  il  sont  développables  suivant  les  puissances  de  [j.. 

En  effet,  il  en  est  ainsi  des  L  et  des  X,  il  en  est  ainsi  de  F  et  de  -yr 

c|ui  sont  des  fonctions  des  L  et  des  X,  où  l'on  peut  substituer  à  la 
place  de  ces  quantités  leurs  développements  suivant  les  puissances 
de  \K\  il  en  est  ainsi  enfin  de 


/(i: 


L  4^  _  F  )  ^^. 
dL 


Il  est  aisé  de  voir  quel  est  le  premier  terme  du  développement. 
Si  nous  supposons  en  effet  [j.  ==  o,  on  trouve 


d'où 

et,  d'autre  part. 

et 


d'où 


et 


dÙ. 


dw; 


Le  premier  terme  du  développement  est  donc  L". 
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Nous  avons  dit  que  F  est  une  constante  qui  ne  dépend  que 
des  L°;  que  les  L^^  étant  fonctions  des  W,,  et  réciproquement, 
nous  pouvons  aussi  regarder  F  comme  une  fonction  des  W^;  nous 
aurons  alors  entre  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  W  et  les 
dérivées  partielles  par  rapport  aux  L^"  la  relation  suivante  : 


ou,  en  se  rappelant  la  définition  de  n'-^ 

2,  dW^  _  d¥^ 
"'■"^  ~  dhf 

Nous  avons  ainsi  des  équations  linéaires  qui  nous  donneront  les 
constantes  n'-  en  fonctions  des  L|-  et  de  ijl.  Comme  F  et  W,  et  par 

dF        dWi  j  ,     ,  11  .  . 

conséquent — j  et — —  sont  developpables  suivant  les  puissances 
ciij/^.         dij/^- 

de  iji,  comme  d'autre  part  le  déterminant  de  nos  équations  linéaires 

se  réduit  à  i  pour  u.  ==  o  (c'est-à-dire  pour  Wi  =  L^- ),  les  n'-  seront 

également  developpables  suivant  les  puissances  de  [j.. 

Il  est  aisé  de  trouver  le  premier  terme  du  développement.  En 

effet,  pour  ij.  =  o,  on  a 

dF 

aL,;. 

et  nos  équations  linéaires  se  réduisent  à 


Le  premier  terme  du  développement  de  n'^  est  donc  /?/. 

132.  Comparaison  des  développements.  —  Reprenons  nos  déve- 
loppements (12),  en  y  faisant  comme  plus  haut  )^/ =  o  : 


L/  =  L,''+  ^  [j.a  A  T'«  cos  (  \  kw  -+-  h 
Xy  =  (v,-u  V  [JL» A'-u'"  cos  (  N^  kw  -i-  h' 


Nous  avons  vu  que  l'on  obtient  une  solution  particulière  des 
équations  (lo)  en  y  faisant 


X=   t,  Wl—  flit, 
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et  que  l'on  en  obtient  une  autre  en  j  faisant 

z  =  o,        wi=  n'it. 

Ces  deux  solutions  particulières  doivent  être  identiques,  car,  dans 
l'une  comme  dans  l'autre,  les  valeurs  initiales  des  inconnues  L/ 
et  \i  sont  LJ  et  o  pour  /  =  o. 

Si  donc  nous  développons  ces  deux  solutions  suivant  les  puis- 
sances de  UL,  les  deux  développements  devront  être  identiques. 

Pour  la  première  nous  trouvons 

L/=  L^  -i- V  !-«.=« A  ^'«cos(vi  + /i), 
X;=  nit-\-  >   [x«A  /'"cos(v«  -f-  A'), 

Le  développement  est  terminé,  car  les  ni  et  par  conséquent  v 
ne  dépendent  pas  de  ij.. 

Pour  la  seconde  nous  trouvons 

hi=   L?  -i-'V  [JL^A  cos(v'z  + /i), 

X,  =  7li  t  +  2,  V-^  ^  cos  (v'  t  -\-  A'), 
où 

et  en  ne  conservant  que  les  termes  où  l'exposant  m  est  nul.  Mais 
le  développement  n'est  pas  terminé,    car,  les   ii-^   et  v'  dépendent 
encore  de  [x. 
Soient  donc 


m  =  llin-  [in 


(1)     ,      ,^2„C2) 


i^  '-i 


v'=  V    -f-   [JLV"'  -+-  ;jt.2v,(2)    -I-.  .  . 

les  développements  de  n'-  et  de  v'  suivant  les  puissances  de  p.;  il 
faut  remplacer  7î'-  et  v'  par  ces  développements  et  développer 
cos(v'^+/i)  suivant  les  puissances  de  y..  On  trouve  ainsi;  en 
développant  d'abord  suivant  les  puissances  de  v' —  v, 

cos(v't+  /()  = 'V-^(^/  — v)'«iî'«cos/^vi-h/i-h  ■^j- 
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Ensuite  (v' —  v)'"  peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  [j., 
de  telle  sorte  que 

les  Hp  étant  des  constantes  dépendant  des  v'*^  et  par  consécpent 
des  L".  Il  en  résulte 

cos(v'^-4-  h)  =  ^  [a.?Hp«'«  cos(v«  + A+  ^^  j 
et  par  conséquent 

L,-  =  L?    4-  V  [j.a+p  AHp  t'n  cos  (  v  t  -\- h -i-  -^  )  » 


(22) 


Les  deux  développements  (21)  et  (22)  doivent  être  iden- 
tiques. 

Cherchons  d'abord  les  termes  séculaires  purs.  Ce  sont  ceux 
pour  lesquels  v  =  0,  /?^  >>  o  ;  or  v  ne  peut  être  nul  que  si 

Al  =  A-2  ==  . . .  =  kn  =  o, 

puisque  nous  supposons  qu'il  n'y  a  pas  entre  les  ni  de  relation 
linéaire  à  coefficients  entiers. 
Mais  alors  on  a  aussi 

v'=   o,  v' V  =:  O, 

et  le  développement  de  cos(v'fH-A)  se  réduira  à  un  seul  terme 
qui  sera  constant  et  qui  ne  contiendra  pas  t  en  facteur. 

Ainsi  dans  les  développements  (21)  ou  (22)  des  L,,  il  n^y  a 
pas  de  terme  séculaire  pur. 

Dans  les  développements  des  )v/,  les  termes  en  cos(v'^  +  h')  ne 
peuvent  non  plus  en  donner.  Tous  les  termes  séculaires  purs  pro- 
viennent du  développement  de  n'^t^  ce  sont  les  termes 

[JL»  n'f  t. 

Donc  dans  les  développements  (21)  ou  (22)  des  Xi,  il  n'y  a 
pas  d'autre  terme  séculaire  pur  cjue  des  termes  en  t. 
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Comparons  maintenant  dans  les   développements  (21)  et  (22) 
l'ensemble  des  termes 

(23)  V  [jiaAi!'«cos(viî-+- A) 


et 


«+P  kîlRt'"-  cos  (^it-\-  h-^  '-^  ] , 


(24)  ^iio^+^AH^ 

qui  correspondent  à  une  même  valeur  du  coefficient  v.  Ces  deux 
ensembles  de  termes  doivent  être  identiques. 

J'écrirai  alors  l'ensemble  des  termes  (28)  sous  la  forme 

(23  bis)  ^  B,n  t"'  cosv  t  -{-  V  C,„  t"i  sinv  t,  > 


ou 


B„i  =  \   [JL*  A  cos  A,         C,„  =  —  N^  [ji.=*  A  sinA, 

ces  dernières  sommations  étant  étendues  à  tous  ceux  des  termes  (28) 
qui  correspondent  à  des  valeurs  données  du  coefficient  v  et  de 
l'entier  m . 

De  même  j'écrirai  l'ensemble  des  termes  (24)  sous  la  forme 

(24  bis)  "V  D„jZ'«cosv?  +  V  E,nt>'i  sinwt, 

OÙ 

D„,=      2;j,a+pAHj3cos/A+^V 


ces  dernières  sommations  étant  étendues  à  tous  ceux  des  termes  (24) 
qui  correspondent  à  des  valeurs  données  du  coefficient  v  et  de 
l'entier  ni. 

Les  deux  développements  devant  être  identiques,  on  aura 


B„i  =  D/„,         G 


m  —  ^/if 


Or  les  développements  (24)  ou  (24  bis)  proviennent  du  déve- 
loppement des  termes  en  cosv'i  et  sinv'^  suivant  les  puissances 
de  v' — V  et  par  conséquent  de  [j.. 


LE  PROBLÈME  RESTREINT.  183 

Ces  termes  sont 

Do  cosv';'  4-  Eo  sinv'^  =  Bo  cosv'<  +  Gq  sinv7. 

Ainsi  r ensemble  des  termes  périodiques  ou  séculaires  mixtes 
du  développement  (21),  qui  contiennent  en  facteur  cosvi  ou  sinvi, 
c'est-à-dire  l'ensemble  des  termes  (aS),  peut  être  sommé  facile- 
ment; il  a  pour  somme 

Bq  cosv'  t  -{-  Cq  sinv'ï. 
Nous  voyons  de  plus  que  : 

Si  dans  le  développement  aucjuel  nous  conduit  l'application 
directe  de  la  méthode  de  Lagrange,  c'est-à-dire  dans  le  déve- 
loppement (21),  nous  connaissons  les  termes  périodiques  et  les 
termes  séculaires  purs,  nous  en  pourrons  déduire  immédiate- 
ment les  termes  séculaires  mixtes. 

En  efïet,  l'ensemble  des  termes  périodiques  s'écrit 

\   Bg  COSV  ^  -f-  ^  Gfl  siiiv  t. 

Nous  n'avons  pas  d'autre  terme  séculaire  pur  que  le  terme  n'- 1 
dans  le  développement  de  \i. 

Les  termes  séculaires  mixtes  proviennent  du  développement  de 

^  Bo  cosv'/  H-  2^  Go  shW  t. 

Or,  connaissant  les  termes  périodiques,  nous  connaissons  Bq  et  Cq  ; 
connaissant  les  termes  séculaires  purs,  nous  connaissons  les  n'^  et 
par  conséquent  v'. 

On  arrive  donc  ainsi  à  démontrer  certaines  propriétés  des  déve- 
loppements (21),  c'est-à-dire  des  développements  obtenus  par  la 
méthode  de  Lagrange;  ces  propriétés  sont  beaucoup  plus  simples 
que  dans  le  cas  général  du  problème  des  trois  corps.  La  raison  de 
cette  sim^Dlicité  relative  est  aisée  à  trouver;  elle  tient  avant  tout  à 
l'absence  de  variables  analogues  à  ^  et  à  tj,  de  telle  sorte  que  Fq 
dépend  effectivement  de  n  variables  sur  2/1. 

133.   Généralisation.   —   On    aurait   pu    varier  la  méthode    dé 
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diverses  manières;  d'abord,  au  lieu  de  faire  À^^=:o,  on  aurait  pu 
attribuer  aux  "k^  des  valeurs  quelconques,  mais  que  l'on  aurait 
regardées  comme  données  une  fois  pour  toutes. 

Le  raisonnement  se  serait  poursuivi  sans  changement  ;  par 
exemple,  quand  on  aurait  fait  i:  =  (ï'j  =  o,  on  aurait  trouvé  ).,  =  !" 
et  l'on  aurait  encore  eu  dx  =  dw  =z  d'k=  o. 

Si  donc  nous  prenons  les  développements  (12)  et  que,  sans  y 
faire  \^=  o,  nous  y  fassions 

-;  =  o,  Wi=  n'^t  -\~Wi, 

nous  satisferons  encore  aux  équations  (10).  La  solution  ainsi 
trouvée  contient  on  constantes  arbitraires,  les  L^,  les  a"  et  les  t^ï 
qui  bien  entendu  ne  peuvent  pas  être  distinctes. 

Dans  les  développements  (12),  les  quantités  A,  h,  A',  h'  dé- 
pendent des  L^^  et  des  X",  mais  il  est  clair  que 

Acos/i,         Asin/ï,         A'cos/i',         A'sin/i', 
sont  des  fonctions  périodiques  des  A°.  Nous  aurons  donc 

(  L,=  L«     +2 1^*  B  ''"  ^«s  (2  ^''  "''■  "*~  2  ^'''^''  "^  ^'' 

(25)  < 

Dans  ces  développements  (23)  analogues  aux  développements 
(16  bis)  du  Chapitre  précédent,  les  A"'  sont  des  entiers,  B,  Aq,  B' 
et  /^|)  dépendent  seulement  des  L°. 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  A7=  k'-. 

D'après  la  façon  dont  les  développements  (26)  ont  été  formés, 
Lj  et  \i  se  réduisent  à  L"  et  \^  pour  t  =  iv/f=  o.  Ces  développe- 
ments ne  sont  donc  autre  chose  que  ceux  que  nous  avons  obtenus 
au  nM09. 

On  satisfera  aux  équations  (10),  soit  en  y  faisant 

soit  en  y  faisant 

T   =--  O,  U'i  =  llit  4-  T7T,. 

Au  lieu  d'adopter  comme  constantes  arbitraires  les  valeurs 
initiales    L"    et  ).?    de    nos   variables,    nous   aurions   pu   prendre 


LE  PROBLÈME  RESTREINT.  l85 

d'autres, constantes  arbitraires;   nous   aurions  ainsi  donné  à  nos 
développements  une  autre  forme. 

Il  aurait  suffi  de  remplacer  dans  les  équations  (aS)  les  constantes 
anciennes  L"  et  X"  par  des  fonctions  de  in  constantes  nouvelles 

l;  et).;. 

Soit  donc 

1  X?  =^t{ij.,l.],\]\ 


(26) 


les  cp^-  et  les  'hi  étant  des  fonctions  de  [j.,  des  Lj  et  des  A^  que  je  puis 
choisir  d'une  façon  tout  à  fait  arbitraire.  Je  m'imposerai  les  con- 
ditions suivantes  : 

1°  Les  fonctions  ot  et  ^i  devront  être  développables  suivant  les 
puissances  de  ij.  ; 

2°  Pour  [j.  =  o,  on  devra  avoir 

'-'i  =  ^i  ?  ^/  ^=  '^i  '1 

3°  Les  L"  et  les  différences  X^  —  \l  devront  être  des  fonctions 
périodiques  des  \\ . 

Dans  les  développements  (20),  substituons  à  la  place  des  con- 
stantes anciennes  L^^  et  V^  leurs  valeurs  (26);  nous  obtiendrons 
ainsi  de  nouveaux  développements  que  j'appelle  les  développe- 
ments  (2 'y). 

Quelle  en  est  la  forme? 

1°  Pour  [j.  =  o,  ils  se  réduisent  à 

(27)  L/=L;,         'Ki=wi-^'kl. 

2"  Les  différences  L/ — Lj,  \i — wi — AJ  sont  développables 
suivant  les  puissances  de  [x  et  de  t;  elles  sont  des  fonctions  pério- 
diques des  Wk  et  des  \\. 

En  d'autres  termes,  les  développements  (2^)  seront  tout  à  fait 
de  même  forme  que  les  développements  (20);  avec  cette  différence 
que  les  L^  et  les  \\  y  jouei-ont  le  même  rôle  que  les  L^^  et  les  X^ 
dans  les  équations  (25). 

Seulement,  pour  t  =  «' =  o,  L/  et  Xi  ne  se  réduiront  pas  à  Lj 
exXl, 

On  aura  encore  une  solution  des  équations  (10)  en  faisant  dans 
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les  développements  (27)  soit 

■z  =  t  -h  c, 

«',—  mt 

soit 

-  =  0, 

(!(•;•=  n'jt  -+- 

car  les  développements  (2^)  ne  diffèrent  pas  en  réalité  des  déve- 
loppements (28),  ils  n'en  diffèrent  que  par  la  substitution  aux 
constantes  L°  et  X°  de  leurs  valeurs  (26). 

Parmi  tous  ces  développements  (2-),  il  y  en  a  un  qui  mérite 
d'attirer  notre  attention,  c'est  celui  qui  est  tel  que  n'^  =  ?ii,  mais 
nous  nous  arrêterons  surtout  sur  celui  que  l'on  formerait  par  le 
procédé  du  n"  113.  Les  Lj  et  les  X'  représentent  alors  ce  qu'au 
Chapitre  précédent  nous  appelions  les  valeurs  moyennes  des  L/ 
et  des  )v/. 

J'ai  expliqué  assez  longuement  ce  procédé  pour  n'avoir  pas  à  y 
revenir;  il  y  aura  cependant  une  divergence. 

Nous  n'avons  rien  ici  d'analogue  aux  quantités  p/,  co/,  pi,  (o^' 
du  n"  112,  puisque  dans  les  équations  (10)  ne  figure  aucune  va- 
riable analogue  aux  ç  et  aux  Y|.  De  là  une  petite  simplification. 

On  obtiendra  ainsi  des  développements 

(28)    l  ' 

h  =  wi^i} -H^  [^''B't'» cos (^ /^iwi-{-^ kii}  -1-  a; 

où  B,  Aq,  B',  h'^  dépendent  seulement  des  Lj. 

Tous  les  résultats  des  Chapitres  VI  et  VII  s'appliquent  aux 
développements  (28),  on  en  déduira  donc  une  solution  des  équa- 
tions (10)  soit  en  y  faisant  t  =  i -f- Ci  tf'/^^ 'î^^  +  ^/,  soit  en  y 
faisant  t  ^  o,  iVi^  n)  t  +  to,. 

Ce  qui  distingue  le  développement  (28)  des  autres  développe- 
ments (2^),  c'est  que,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  n°  116,  le 
coefficient  ht  de  wi  est  toujours  égal  au  coefficient  de  \\.  Il  résulte 
de  là  que  les  constantes  \\  et  zi  (si  l'on  fait  t  =  ?,  svi^  uit  -|-  £/) 
ne  figureront  jamais  que  par  la  combinaison  £/+ A^'.  De  même,  si 
l'on  fait  1  =  o,  çvv=  n\  t  -\-  tïj/,  les  constantes  \\  et  ttî,  ne  figureront 
jamais  que  par  la  combinaison  Wf-l-  \\. 

Entre  les  constantes  des  développements  (25),  qui  sont  les  L" 
et  les  \\  et  celles  des  développements  (28),  qui  sont  les  L^-  et  les  \\, 
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il  y  a  certaines  relations,  ce  sont  les  relations  (26).  Comment  les 
former?  Je  n'ai  qu'à  prendre  les  équations  (28)  et  à  y  remplacer 
L/,  li  (v  et  T  par  L^-,  X",  o  et  o.  Les  équations  que  nous  obtien- 
drons ainsi  ne  seront  pas  autre  chose  que  les  relations  (20) 
du  n°  113;  supposons  d'autre  part  que  dans  les  équations  (28) 
on  fasse 

T  =  i,  Wi=   ïlit, 

on  obtiendra  certains  dé,veloppements  qui  satisferont  aux  équa- 
tions (10);  comment  aurait-on  pu  y  parvenir  directement?  Il  est 
aisé  de  s'en  rendre  compte.  Supposons  qu'on  veuille  intégrer  les 
équations  (10)  par  approximations  successives,  on  prendra  en  pre- 
mière approximation 

11  reste  à  voir  comment  on  peut  calculer  les  valeurs  de  /i""""  ap- 
proximation, connaissant  celles  de  (/i  —  i)'^""".  On  prend  d'abord 

d\.i  clY 

Dans  le  second  membre  on  substitue  les  valeurs  de  [n  —  iy«mc  ^p_ 
proximation;  ce  second  membre  prend  la  forme 

^  Bf'«  cos(v^-H  h), 

et  il  reste  à  intégrer  par  rapport  à  t  j)our  avoir  les  valeurs  de 
^lème  approximation  des  L/. 

Nous  avons  vu  au  n**  99  que  l'intégrale  indéfinie 


I 


B«'"  cos(vf  -v-li)dt 


contient  un  terme  en  ^'"cos(v^-|-/i),  un  terme  en  Z'"   '  sin(v^H-A), 
un  terme  en  ^'"~-cos(vif -|- A),  ...,   un  terme  en  t  .    (v  t -+- h)  et 

enfin  un  terme  en        (yt-\-h). 
cos  ^  -^ 

11  faut  ajouter  à  cette  intégrale  indéfinie  une  constante  arbitraire. 

Nous  avons  jusc[u'ici  choisi  cette  constante  de  telle  façon  que  oLj 

s'annule  pour  t  =  o,  c'est-à-dire  que  nous  avons  pris 

'dFi 


dt. 
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C'est  ainsi  que  nous  avons  obtenu  les  développements  (12)  et(25). 

Pour  obtenir  les  développements  (28)  nous  n'opérerons  pas  de 
même,  nous  prendrons  la  constante  arbitraire  égale  ci  zéro. 

Pour  avoir  ensuite  les  valeurs  de  /^"'""'  approximation  de  X/,  on 
se  servira  de  l'équation 

(  JO  )  — ;-    =    -7^  • 

^      ^  dt        d\ji 

Dans  le  second  membre  on  doit  remplacer  les  \i  par  leurs  va- 
leurs de  (/i — lyf'mc  approximation  que  l'on  vient  de  trouver. 
L'équation  (3o)  est  de  même  forme  que  l'équation  (29)  et  se 
traiterait  de  la  même  manière. 

Les  développements  que  l'on  obtiendra  de  la  sorte  sont  bien 
les  développements  (28),  car  l'analyse  qui  précède  est,  dans  le 
fond,  identique  à  celle  du  n"  114. 

134.  Cas  particulier  du  problème  restreint.  —  Ce  que  nous  avons 
dit  juscju'ici  s'applique  au  cas  général  des  écjuations  (10),  ce  que 
nous  allons  dire  maintenant  s'applique  seulement  au  problème 
restreint  c[ue  nous  avions  d'abord  en  vue. 

Nous  avons  vu  au  n"  126  qvie  l'on  passe  des  équations  (9)  du 
problème  restreint  aux  équations  (10)  en  faisant 

F'=  F,         L'i  =  Li,         X'i  =  Xi,         pi  =  L,,         wi  =  A2- 

Tous  les  résultats  déjà  trouvés  s'appliquent  donc  au  problème 
restreint,  mais  il  y  a  quelque  chose  de  plus.  La  fonction  F  est 
développable  suivant  les  puissances  de 

V'2p'i  coscoi  =v/'2L2  C0SX2,         v^i  sinto'i  =  y'2L2  sinX2, 

quantités  que  nous  appellerons  pour  abréger  ç  et  i\.  Les  coefficients 
du  développement  dépendront  d'aillevirs  de  L,  et  de  X, . 
L'expression 

^  dri  —  pi  diM\  =  \d'(\  —  L2  <r/X2, 

étant  une  différentielle  exacte,  nos  équations  (10)  resteront  cano- 
niques quand  on  prendra  pour  variables  L|,  X,,  ^,  v]  et  s'écriront 

dU__dF^  dki  _  d?_  f^__^  ch^_d¥^ 

dt  d\i  dt         dLi  dt  d-q  dt         d^ 
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Les  seconds   membres   des  équations  (3j)   sont  développables 
suivant  les  puissances  des  ^  et  des  v)  ;  voilà  ce  qu'il  y  a  de  nouveau. 
Si  nous  posons  comme  dans  le  Chapitre  précédent 

d  d  d 

A  =  —. — V-  rix  —, h  «2  —, —  ' 

dx  dwi  dw^ 

et  que  nous  cherchions  les  développements  de  nos  inconnues  L|, 
X|,  i,  Y)  en  fonctions  de  t  et  des  w  sous  la  forme  (20),  (2^)  ou  (38), 
nous  verrons  que  ces  développements  satisfont  aux  équations 

(^^)  ^^^=-^'     ^^^=^'     ^^=--^'     ^-^--dv 

si  nous  rappelons  que  Fo=  F[j  est  égal  à 


Li    , 


nous  voyons  que  nos  équations  s'écrivent 

(33)  ' 

(  Aç  +  «,vi=-!.^,  A-,i-n2^  =  Ix-^. 

Il  reste  à  faire  le  choix  des  constantes  d'intégration;  je  ne  choi- 
sirai pas  les  valeurs  initiales  des  inconnues,  comme  dans  les  déve- 
loppements (20),  ni  leurs  valeurs  moyennes  comme  dans  les 
développements  (28);  je  prendrai  : 

1°  La  valeur  moyenne  de  L,  (pour  -:  =  o,  bien  entendu)  que 
j'appellerai  L|; 

2"  La  valeur  moyenne  de  X,  que  je  supposerai  nulle; 
3°  La  valeur  moyenne  de 

que  j'appellerai  E,  à  cause  de  son  analogie  avec  l'excentricité; 
4^  La  valeur  moyenne  de 

\  sin  (P2  —  '1  cos  w=i 

que  je  supposerai  nulle. 

Je  vais  alors  montrer  que  nos  inconnues  seront  développables 
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suivant  les  puissances  de 

E  costvo,         E  sinff2. 
On  a  en  première  approximation 

Li=L},         Xi=(ri,         |  =  Ecos(V2,         rj  =  EsintP2; 

et  la  condition  est  donc  remplie  en  première  approximation. 

Je  dis  que  si  elle  est  remplie  en  [n —  i^eiic  approximation,  elle 
le  sera  en  /i"^™".  Considérons  d'abord  la  première  équation  (33), 
le  second  membre  est  de  la  forme 

Les  B  sont  à  un  facteur  numérique  près  des  dérivées  de  F  où 
il  faut  substituer  aux  inconnues  leurs  valeurs  de  première  approxi- 
mation ;  ils  sont  donc  développables  suivant  les  puissances  de 
Ecoswo  et  EsinpPo»  Les  DïU  sont  des  monômes  entiers  par  rapport 
à  oL),  o)m  ,  oç,  or\  auxquels  il  faut  substituer  leurs  valeurs  de 
(/^  —  i^eme  approximation.  Ces  valeurs  par  hypothèse  sont  déve- 
loppables suivant  les  puissances  de  E  cost^i  et  EsiiKVs.  Notre 
second  membre  est  donc  développable  de  la  même  façon. 

Notre  équation  est  donc  de  la  forme  (i3)  du  Chapitre  VI;  nous 
avons  vu,  aux  n*^^  109  et  114,  comment  peut  s'intégrer  une  équation 
de  cette  forme  ;  nous  avons  indiqué  deux  manières  de  le  faire,  soit 
en  prenant 

„         T>  sin  (  /«Tj  Wi  -+-  ko  w,  -h  h  )  —  sin  /i 
Lo  =  -B j —7 — j 

soit  en  prenant 

T3  sin  (  kl  IV i  -+-  /va  Wo  -f-  h ) 
L,o=  D ■ — 

{cf.  n°  114).  Ici  il  faut  employer  le  second  procédé  et  ajouter 
ensuite  la  constante  LJ,  puisque  nous  voulons  que  la  valeur 
nK)yenne  de  L,  se  réduise  à  L|.  On  voit  aisément  qu'en  opérant 
de  cette  façon  L,  reste  développable  suivant  les  puissances  de 
Ecosppo  et  E  siiKVo.  Il  pourrait  n'en  être  pas  de  même  si  l'on  avait 
opéré  de  la  première  manière,  car  il  pourrait  s'introduire  des 
termes  en  E,  E^,  E-^,  .... 

Passons  à  la  deuxième  équation  (33);    il  faut  dans  le  second 
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membre  substituer  à  la  place  de  L|  sa  valeur  de  n"^'^°  approxima- 
tion et  à  la  place  des  autres  inconnues  leurs  valeurs  de  (/?  —  lyème 
approximation.  Cette  équation  prend  alors  la  même  forme  que  la 
précédente  et  se  traiterait  de  la  même  façon. 

Prenons  enfin  les  deux  dernières  équations  (33);  dans  les 
seconds  membres,  substituons  aux  inconnues  leurs  valeurs  de 
(n  —  lyèmc  approximation;  on  verrait  comme  plus  haut  que  ces 
seconds  membres  sont  développables  suivant  les  puissances  de 
EcostVo  et  EsintVo,  de  sorte  que  nos  équations  prennent  la  forme 


(34) 


où  A,  A',  A,  h'  déj)endent  seulement  de  L]  et  où  q  est  un  entier  de 
même  parité  que  k^  et  au  moins  égal  à  |  A'o  |. 

Comment  peut-on  intégrer  ces  équations?  Nous  commencerons 
par  mettre  à  part,  dans  les  seconds  membres,  les  termes  où  k^  =  o, 
/i-2==t:i,  et  conservant  seulement  l'ensemble  des  autres,  nous 
écrirons  les  équations  (34)  sous  la  forme  suivante 


(35)     < 


A^  -1-  rt2'1  =  /     B  'zP  cosœ  -l-  ^  C  -û^-'  sino  -\-  2,  b  "^"^  cosç  -H  2,  ^  "" 
A-r]  —  n^l  =  "^  B'zP  coscp  -t-  'V  G\P  sincp  -i- ^  b'-J"^  coscp-i-^ 


'"  sincD, 


Ici  j'ai   écrit  u  pour  A")  (V'i  + /iotVo  ;  j'ai  désigné  par/?  la  plus 
grande  des  valeurs  de  l'exposant  m.  Les  coefficients  B  et  G  sont 

les  sommes    \  jjl^AcosA,    \^  [x^  A  sin A,  étendues  aux  termes  en 

C0SC3  ou  sino  où  l'exposant  de  t  est  égal  à/>;  les  coefficients  b  et  c 
sont  les  sommes  analogues  étendues  aux  termes  où  l'exposant  de  t 
est  égal  à  ni  <Cp-  TJe  même  pour  B',  C,  b'  c' . 
Je  poserai  alors 


ou 


V^    B  7i., —  Cv  -v^  Bv  +  C /?, 

V^— B/i2— C'v  "^  B'v  —  Cn,    ,    . 

-ri  =  >  ^ T/^coso-f-   >   — 5 — 'u/''sin9, 
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V  =  A-j  ni  -)-  /î2  ^2- 
Nos  équations  (35)  deviennent  alors 

(36) 


^v'-«2r=-^+2^'''"'"^'-^2 


c'-l'"  siiics. 


Ces  équations  (36)  sont  de  même  forme  que  les  équations  (35), 
seulement  l'exposant  maximum  de  t  n'est  plus  que  p  —  i  au  lieu 
de  p;  de  sorte  qu'en  continuant  de  proche  en  proche  le  même 
procédé  on  finira  par  intégrer  complètement  les  équations  (35). 

J'observe  alors  que,  si  les  seconds  membres  de  (35)  sont  déve- 
loppables  suivant  les  puissances  de  EcostVo,  et  Esin^v.,  il  en  est 
de  même  de  l',  de  V  et  par  conséquent  des  seconds  membres  des 

équations  (36). 

J'aurais  donc  démontré  que  i  et  -^i  sont  développables  suivant  la 
même  forme,  si  les  formules  précédentes  ne  se  trouvaient  en  défaut 
dans  le  cas  où  v^  =  n^  c'est-à-dire  où  k,  =  o,k,  =  ±i.  G'est^pour 
cette  raison  que  j'ai  mis  à  part  les  termes  où  /m  =  o,  A-o=d=i, 
d'où  CD  =  ±  iv.2  ;  et  il  me  reste  à  en  étudier  l'influence. 

ReJDrenons  donc  les  équations  (35)  en  faisant  cp  =  «'2  dans  les 
seconds  membres  ;  nous  pourrions  aussi  supprimer  dans  ces  seconds 
membres  les  signes  ^  P^^isque  nous  n'avons  plus  qu'une  seule 

sorte  de  termes,  les  termes  en  (Va. 
Posons  cette  fois 


B  — c  B'-t-G 

Ç    "^       /  «_  A  n^ 


(37) 


4^2 

B-f-C 

2/»  -h  2 

B  — C 

4^2 

B  +  C 

i"  =:         '        -j'+içQSW-y-h  — -^''^^  s'mWi, 

Ç  27>H-2  -  2/>  +  2 

y,--  ^  —  ^   r-^p      cosw'î-! T^^—"-''       sinwP2, 


T/'+i  sintr,-) t:^""^  COSW2, 


4 

n<,_ 

C- 

-B' 

'xp 

+  2 

B' 

-+-G 

4 

«2 

B' 

-C 
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nos  équations  deviennent  alors 

l  A^"'+n2ïl"'  = 1^  +  ^  6  T'"cos(V2-H  7"   c  x'«  sinw,, 

(38)  '^, 

1  Ay)'"— «2ç"'  =  —  -7^+51  ^''^'"  cosrv2-f-^  c'z'"^  sin^P2, 

et  l'on  voit  que  dans  les  seconds  membres  l'exposant  de  z  ne  peut 
dépasser/?—  i;  on  arrivera  ainsi  de  proche  en  proche  à  l'intégra- 
tion complète  de  l'équation.  On  remarquera  qu'en  opérant  de  la 
sorte,  si  les  seconds  membres  des  équations  (35)  sont  développables 
suivant  les  puissances  de  Ecos^Vo,  EsintVo,  il  en  est  de  même  de 
^',  l",  Y]',  r^"  et  par  conséquent  des  seconds  membres  des  équa- 
tions (38),  et  l'on  en  déduira  qu'il  en  est  de  même  des  valeurs  de  ^ 
et  de  7j  que  l'on  obtient  par  ce  procédé. 

On  est  finalement  ramené  au  cas  àe p  =  o;  cas  où  l'on  a  simple- 
ment 

Si,  dans  les  formules  (3'-),  on  suppose  p  ^  o,  on  obtiendra  les 
coefficients  de  cos(V2  et  de  sinup'a  dans  ^*  et  dans  7\*,  en  désignant 
par  Ç*  et  Y)*  les  expressions  de  ^  et  de  t)  obtenues  par  le  procédé 
que  nous  venons  d'exposer;  on  voit  ainsi  que  les  valeurs  moyennes 
de  i*cos(ip'o-l- T|*sin(V'o  et  de  ^*sin(ï'2 — •ri*cos«'o  sont  nulles.  Ce 
que  nous  voulons  c'est  que  ces  valeurs  moyennes  se  réduisent  à  E 
et  à  o,  il  conviendra  donc  d'ajouter  respectivement  à  ^*  et  à  y|*  un 
terme  Ecos('P2  et  un  terme  EsintVo-  Elles  ne  cesseront  pas  en  effet 
pour  cela  de  satisfaire  aux  équations  (35).  Elles  ne  cesseront  pas 
d'être  développables  suivant  les  puissances  de  Ecostv'a  et  Esin(;v2- 

Si  au  contraire  nous  avions  pris  comme  données  de  la  question 
les  valeurs  initiales  ^q  et  y|o  de  ^  et  r\;  il  aurait  fallu  ajouter  à  ç*  et 
à  r*  un  terme  G  cos<iC2  ■+-  H  sinws  et  un  terme  G  sincco  —  H  cosw.^  ', 
où  ^0 —  G  et  Y]o  +  H  seraient  ce  que  deviennent  les  ^*  et  yj*  quand 
on  y  fait -:=«',  =  (V2=o.  Dans  ces  conditions  G  cos  «'2-1- H  sintPo? 
Gsinçv'2  —  HcosfVo  ne  seraient  pas  développables  suivant  les 
puissances  de  Ecoscco,  EsintVo  et  il  en  serait  de  même  de 

^  =  ^*  -H  G  cos  (^2  -+-  H  sin  (V2, 
V]  =  7]*-t-  G  sin  «'2 —  H  cos(P'2. 

133.   On  aurait  pu  présenter  l'analyse  précédente  sous  une  autre 
P.  —  L  i3 
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forme.  Posons 

aiotre  fonction  F  sera  développable  suivant  les  puissances  de  X  et 
de  Y,  et  nos  équations  deviendront 

f  AX  —  ^/^.2 A  =  2  i ijt. -7^  ,  Ai  +  ^«2  ï  =  —  2  t  jjl  -7^  , 

\  Cl  X  ci\ 

car 

XrfY  +  2i^^7] 

est  différentielle  exacte. 

Les  deux  dernières  équations  (ig)  peuvent  s'écrire 


(39  bis) 


A(Xe-"*'0=  2tae-'»'2--^> 
al 

aX 


Tl  s'agit  de  démontrer  que  L,,  A,,  X,  Y  sont  développables  sui- 
vant les  puissances  de  Ecos^Vo,  et  EsiniVo  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  suivant  celles  de 

Eew=,         Ee-'»'2. 

Cela  est  vrai  en  première  approximation;  je  suppose  que  cela  le 
soit  en  (n  —  iy«me  approximation  et  je  me  propose  d'établir  que 
cela  est  encore  vrai  en  /i'^"i°  approximation. 

Pour  cela  je  substitue,  à  la  place  des  inconnues  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (Sg)  et  (89  bis),  leurs  valeurs  de  (n  —  lyème 
approximation.  Alors  les  seconds  membres  des  équations  (3g)  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  Ee-"^';.  Ceux  des  équa- 
tions (3g  bis)  sont  égaux  à  un  pareil  développement  multiplié 
par  e~'*^2  ou  par  e'"'^. 

Je  dis  que  cette  propriété  ne  se  perd  jjas  par  l'intégration.  Soit 
en  effet  l'équation 

(40)  A?t  =  V, 

où  ç  est  une  fonction  connue  de  t,  de  E  et  des  iv;  je  suppose  que 
ve"^-i  soit  développable  suivant  les  puissances  de  t  et  de  Ee~"^;, 
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que  de  plus  cette  fonction  étant  périodique  en  (ï'j  soit  en  outre 
développable  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  tv, 
ou  si  l'on  aime  mieux  suivant  les  puissances  de  e— '"'i.  En  d'autres 
termes  je  suppose  que  v  soit  développable  sous  la  forme 

(  4 1  )  p  =  'V  A  E?  z'"  e'  '-'h  w,+/.\  w,)^ 

où  A  est  indépendant  de  E,  t,  (T'i,  <t'o  ;  où  q,  m^  A',  et  Ao  sont  des 
entiers  satisfaisant  à  la  condition 

(42)  q  E^  k^-^  s       (mod2)  g'l|A-2  +  s). 

C'est  Lien  là  la  forme  des  seconds  membres  des  équations  (39) 
et  (og  bis),  l'entier  s  étant  égal  à  zéro  pour  les  équations  (Sg), 
à  +1  et  à  — I  pour  les  équations  (09  bis).  De  plus  ces  seconds 
membres  dépendent  encore  de  [jl  et  de  L[,  et  sont  développables 
suivant  les  puissances  de  (j.,  mais  nous  n'avons  pas  à  nous  en 
inquiéter. 

Je  dis  que  l'équation  (4o)  nous  donnera  aussi  pour  l'inconnue  11 
un  développement  de  la  forme  (4i)  avec  la  même  valeur  de 
l'entier  .y,  pourvu  que  nous  conduisions  V intégration  de  telle 
sorte  que  la  valeur  moyenne  de  u  soit  nulle,  ou  soit  égale  à  un 
développement  de  la  forme  (40  (c'est-à-dire,  puisque  cette 
valeur  moyenne  est  indépendante  de  t  et  des  (v,  soit  développable 
suivant  les  j)uissances  de  E,  les  exposants  étant  tous  de  même 
parité  que  s  et  au  moins  égaux  à  s). 

Si  nous  nous  reportons  en  effet  aux  n"^  98  et  114,  nous  verrons 
que  chaque  terme  du  développement  (4i)  de  v  nous  donnera 
m 4-1  termes  dans  l'expression  de  w  et  que  ces  m -\- i  termes 
seront  de  la  forme 

où  B  est  une  constante,  et  où  les  entiers  q,  /T),  Ao  ont  mêmes 
valeurs  que  dans  le  terme  du  développement  de  v  d'où  l'on  est 
parti  et  satisfont  par  conséquent  aux  conditions  (42);  où  enfin  on 
donne  à />  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  m,  si  A",  et /fo  ne  sont  pas  nuls  et 
Ja  valeur  m  -h  i   si  k\  et  A'o  sont  nuis. 

Ainsi  u  est  bien  de  la  forme  (4i)- 

Alors  en  envisageant  d'abord  la  première  équation  (89),  nous 
voyons  que  L,  est  développable  suivant  les  puissances  de  Ee-'"'i:; 
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il  en  est  donc  de  même  de  A)v,  en  vertu  de  la  deuxième  équa- 
tion (Sg)  et  par  conséquent  de  Àj. 

La  première  équation  (89  bis)  nous  apprend  que  Xe~''^'2  est 
développable  sous  la  forme  (40'  l'entier  s  étant  égal  à  1;  et  par 
conséquent  que  X  est  développable  suivant  les  jouissances  de  Ee-'^'= 
et  la  seconde  équation  (89  bis)  montre  qu'il  en  est  de  même  de  Y. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  établi. 

136.  Il  résulte  des  deux  numéros  précédents  que,  dans  le  cas  du 
problème  restreint,   les  développements    (2^)  de   nos   inconnues 
.  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  particulière. 

En  raisonnant  comme  au  n°  69  on  verrait  que  l'on  a 

Li — L|,     Xi — (Pi,     ^  —  ECOSW2, 

7]  —  E  sinw2=  ^  [jl'^At'"E'7  cos(/ci  Wi-f-  /.-j  W2-i-  h), 

où  le  premier  membre  est  l'une  ou  l'autre  des  quatre  quantités 

(43)  Li — LJ,     Xj  —  (ï'i,     ^  —  Ecostï^25     '1  —  Esin(P25 

et  où  le  second  membre,  qui  s'annule  pour  [jl  =  o,  est  dévelop- 
pable suivant  Jes  puissances  de  [a,  E  et  t  et  suivant  les  cosinus  et 
sinus  des  multiples  des  (f,  de  telle  façon  que  A  et  h  dépendent 
seulement  de  L|  et  que  l'entier  q  satisfasse  aux  conditions 

(44)  q^k^       (moda),  q^\k.\. 

En  raisonnant  comme  aux  n°^  71,  86,  111,  on  verrait  que  ces 
développements  ne  doivent  pas  changer  de  signe  quand  on  change 
T  et  Wi  en  — t  et  —  (v^  Il  en  résulte  que  h  doit  être  égal  à  o  ou 

à  —  --Il  est  égal  à  o  si  m  est  pair,  et  à  —  -  si  m  est  impair  dans 

les  développements  de 

Lj — L},         ^ — ^Ecos«'2. 

Il  est  égal  à  o  si  m  est  impair,  et  à  —  -  si  ni  est  pair  dans  les 
développements  de 

^u —  "'i;         -ri  —  E  sinwP2- 

On  satisfera  aux  équations  du  mouvement  en  faisant  dans  les 
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développements  (43) 

T  =  o,         Wi=n'it. 

On  pourrait  déduire  de  tout  cela  que  les  quantités  que  nous 
avons  appelées  Wj  et  n'-  au  n°  129  sont  développables  non  seule- 
ment suivant  les  puissances  de  u.,  mais  suivant  celles  de  Ecoswo? 
E  sinfPo;  et  comme  ces  quantités  sont  des  constantes  indépendantes 
de  w.2i  qu'elles  sont  développables  suivant  les  puissances  de  [a 
et  de  E2. 

137.  Solution  périodique.  —  Je  suppose  que,  dans  les  équa- 
tions (43),  je  fasse 

T  =  o,  Wi  =  Il'i  t  -1-  TO/, 

j'aurai  une  solution  des  équations  du  mouvement  (où  ne  figure- 
ront pas  de  termes  séculaires)  et  qui  dépendra  de  quatre  constantes 
arbitraires 

Donnons  à  la  constante  arbitraire  E  la  valeur  zéro;  tous  les 
termes  du  développement  (43)  disparaîtront  sauf  ceux  pour  lesquels 
on  a  ^  =  o  et  par  conséquent  /r2=  o.  Ces  termes  ne  dépendront 
pas  de  (Vo. 

Donc,  pour  cette  solution  particulière,  les  inconnues  L,,  ^,  r,, 
X4 —  (Vi  sont  fonctions  de  w^  seulement;  de  plus,  ce  sont  des  fonc- 
tions périodiques  de  <V)  et  par  conséquent  du  temps. 

Les  distances  mutuelles  des  trois  corps  sont  donc  des  fonctions 
périodiques  du  temps.  C'est  là  une  solution  périodique  dont  l'im- 
portance est  très  grande. 

C'est  celle  que  nous  avons  étudiée  en  détail  au  Chapitre  III  du 
Tome  I  des  Méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste  sous  le 
nom  de  solution  périodique  de  la  première  sorte. 

On  voit  que  la  solution  périodique  ainsi  définie  dépend  de  deux 
constantes  arbitraires;  nous  avons  fait  en  effet  E^o,  de  telle  sorte 
que  nos  inconnues  ne  dépendent  plus  de  (Vo?  ni  par  conséquent 
de  TTTo-  Il  reste  donc  deux  constantes 

L{,     Toi. 
Les  inconnues  L,  et  ^  sont  développables  suivant  les  cosinus 
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des  multiples  de  (ï',,  et  les  inconnues  Wj  et  ■f\  suivant  les  sinus  des 
multiples  de  (v, .  Il  en  résulte  que  quand  cC)  est  un  multiple  de  271, 
il  j  a  conjonction  sy/nétrique^  c'est-à-dire  que  les  trois  corps  sont 
en  ligne  droite  (la  petite  planète  étant  entre  le  Soleil  et  Jupiter)  et 
que  leurs  vitesses  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint. 
Au  contraire,  quand  (V)  est  égal  à  un  multiple  impair  de  it,  il  j  a 
opposition  symétrique,  c'est-à-dire  que  les  trois  corps  sont  en 
ligne  droite  (le  Soleil  étant  entre  la  petite  planète  et  Jupiter)  et 
que  leurs  vitesses  sont  perpendiculaires  à  la  droite  qui  les  joint. 

Ainsi  les  conjonctions  et  les  oppositions  symétriques  se  suc- 
cèdent périodiquement. 

Si  nous  prenons,  pour  origine  du  temps,  l'instant  d'une  con- 
jonction symétrique,  nous  aurons  tH)  =  o,  et  il  nous  restera  une 
seule  constante  LJ  ;  comme  le  moyen  mouvement  dépend  de  cette 
constante,  nous  voyons  que  le  moyen  mouvement  peut  prendre 
toutes  les  valeurs  possibles  et  qu'à  chaque  valeur  du  moyen  mou- 
vement correspond  une  trajectoire  périodique  de  cette  sorte. 

Dans  la  pratique,  E  n'est  pas  nul,  mais  très  petit,  de  sorte  que 
la  petite  j)lanète  s'écartera  peu  de  cette  trajectoire  périodique. 

138.  Remarque.  —  Reprenons  nos  développements  (20);  nous 
avons  vu  au  n"  132  que,  pour  obtenir  les  développements  (21),  il 
fallait  ou  bien  y  faire  t  ==  ^,  {Vi=  nit^  ou  bien  y  faire  t=o, 
iVi=  n'-t  et  développer  ensuite  suivant  les  puissances  de  p.,  c'est- 
à-dire  suivant  les  puissances  de  n'-  —  /z/. 

Cela  revient  à  dire  c|ue  si  l'on  prend  les  développements  (20)  ; 
si  on  y  fait  'z  =  o,  qu'on  remplace  iVi  par  (ï'i  +  (/î/ — tii)"^  et  que 
l'on  développe  ensuite  suivant  les  puissances  de  t,  on  retrouvera 
les  développements  (aS)  d'où  l'on  est  parti. 

Nous  avons  vu  que  l'on  satisfait  aux  équations  du  mouvement 
en  faisant  dans  les  développements  (20) 

T  =  o,  (T'/=  ll'it  -+-  T7T/. 

Il  résulte  de  la  remarque  que  nous  venons  de  faire  que  l'on  y 
satisfera  encore  en  faisant 

-^  =/(0,         Wi  =  .n'it  -\-  wi-^{ni—  n'i)  f{t), 
f{t)  étant  une  fonction  cpielconque  du  temps. 
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Si,  en  particulier,  nous  faisons  y (^)==  i  +  c,  nous  voyons  cjxie- 
l'on  satisfait  aux  équations  du  mouvement  en  faisant 

T  =  ^  -1-  c,         IV i  =:  jiit  -h  wi -{-(rii  —  n'i) c. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  constante  c[ue  nous  avons  appelée  ei 
n'est  autre  chose  que 

7^1-+- {ni—  ni)c. 

Au  lieu  des  développements  (20)  envisageons  les  développe- 
ments (28)  où  figurent  les  constantes  Lj  et  Xj  qui  sont  les  valeurs 
moyennes  des  inconnues.  Ce  qui  caractérise  ces  développements 
c'est  c|ue  «'/  et  \\  n'y  figurent  que  par  la  combinaison  ^Vi-\-\\] 
nous  aurons  donc 

L,-     ou     X,-  =  /(  L,' ,  tp/  4-  X} ,  T  ) . 

D'après  la  remarque  c[ue  nous  venons  de  faire,  on  retrouve  les 
mêmes  développements  en  remplaçant  t  par  zéro  et  wi  par 
Wi-{-(^n'i —  ni)^;  nous  aurons  donc 

Li     ou     \i=f[hl^  Wi^\}-^{n'i— ni)xy, 

si  l'on  remplace  t  par  zéro  et  (V;  par  Ji'-t  +  ttt/,  on  a 

Li     ou     h  =  fi  L/ ,  n'it-{-  T^i  -f-  X J  ) , 

si  l'on  remplace  t  par  t  -{-  c  el  (V/  par  nit  +  Si,  on  a 

Li=  X/  =  /[L},  n'it  -h  lj  -+-  Zi-^(n'i—  ni)c]. 

Chacune   de  ces  formules   ne  contient,   comme   il  convient,  que 
2.71   constantes   arbitraires  réellement   distinctes,    à   savoir  L]    et  ' 
TO/+}vj-  pour  la  première  ;  Lj  et  X'-  +  î/  +  (/z^-  —  mjc  pour  la  seconde. 
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139.  Revenons  au  cas  général  du  problème  des  trois  corps. 
Au  n°  104  nous  avons  montré  que  le  terme  général  du  développe- 
ment des  inconnues  est  de  la  forme 

|ji«  A  DlLo  ^'"  cos(v  «  4- /i), 

et  nous  avons  classé   les   termes  d'après  leur  rang,   c'est-à-dire 
d'après  la  valeur  du  nombre  a  —  m. 

Au  n°  106  nous  avons  démontré  trois  théorèmes  au  sujet  du 
rang  : 

1°  Il  n'y  a  pas  de  terme  de  rang  négatif; 
2"  Il  n'y  a  pas  de  terme  séculaire  mixte  de  rang  nul  ; 
3°  Il  n'y  a  pas  de  terme  de  rang  nul  dans  le  développement 
de  oL/. 

Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant  est  la 
recherche  des  perturbations  séculaires  des  planètes,  c'est-à-dire  la 
recherche  des  termes  de  rang  nul. 

L'importance  de  ce  problème  ne  peut  échapper  à  personne, 
puisque  c'est  de  ces  termes  de  rang  nul  que  dépendra  la  configu- 
ration du  système  solaire  dans  un  avenir  éloigné. 

Pour  calculer  ces  termes  de  rang  nul  je  vais  reprendre  les  équa- 
tions (9)  du  n°  106  que  je  récris 


(0 


Nous  savons  que  dans  les  ôL^  il  n'y  a  pas  de  terme  de  rang  nul; 
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occupons-nous  donc  d'abord  de  rechercher  les  termes  de  rang  nul 
de  ù^i  et  de  8yi/. 

Pour  cela  prenons  la  deuxième  et  la  troisième  équation  (i),  et 
dans  les  deux  membres  de  ces  deux  équations  ne  conservons  que 
les  termes  de  rang  nul  (en  efïet,  les  deux  membres  devant  être 
identiques,  les  termes  de  rang  nul  du  premier  membre  sont  égaux 
aux  termes  de  rang  nul  du  second  membre). 

Les  dérivées  de  F,  sont  de  la  forme 

(2)  ^BDXL', 

où  B  est  à  un  facteur  constant  près  une  des  dérivées  d'ordre  quel- 
conque de  F,  où  l'on  a  substitué,  à  la  place  des  inconnues  L^,  "ki, 
^i,  Y) j,  leurs  valeurs  de  première  approximation L^^,  nit-\-X^,  ç,%  v)^. 
Quant  à  Dit',  c'est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  oL/,  oki, 

Nous  avons  vu  au  n"  106  que  les  termes  de  rang  nul  de  o^i  et 
de  o'r\i  ne  peuvent  provenir  que  des  termes  de  rang  nul  de  —  -r— 
et  -j^  dont  ]e  rang  s'est  élevé  d'une  unité  par  la  multiplication  par  p. 
et  s'est  abaissé  ensuite  d'une  unité  par  l'intégration. 

On  obtiendra  un  terme  de  —  ~  ou  -jr-  en  prenant   clans   le 

développement  (2)  un  terme  BOlt';  ce  terme  est  le  produit  de 
plusieurs  facteurs  qui  sont  d'abord  B  et  ensuite  les  divers  facteurs 
oL,  ...  de  OÏL'.  Il  faudra  prendre  un  terme  dans  chacun  de  ces 
facteurs  et  en  faire  le  produit;  on  obtiendra  ainsi  différents  termes 
du  développement  de  BOlo'. 

Nous  prenons  un  terme  dans  chacun  des  facteurs  ;  aucun  de  ces 
termes  ne  peut  être  de  rang  négatif;  le  rang  du  produit  ne  pourra 
donc  être  nul  que  si  tous  ces  termes  sont  de  rang  nul.  Tous  les 
termes  de  rang  nul  des  oL,  o^,  o-r\,  ok  sont  séculaires  purs.  Tous  les 
termes  de  rang  nul  du  développement  de  D]V  sont  donc  séculaires 
purs,  puisqu'ils  sont  le  produit  de  plusieurs  termes  séculaires  purs. 

Chaque  terme  du  développement  de  DTJ  doit  être  multiplié  par 
un  terme  du  développement  de  B  pour  donner  un  terme  du  déve- 
loppement de  BOIL'.  Un  terme  du  développement  de  BD\V  ne  peut 
donner  un   terme  de  rang  nul   dans   o^    ou   ùr^   que   s'il  est   lui- 
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même  de  rang  nul  et  séculaire  pur.  Il  doit  donc  être  le  produit  d'un 
terme  de  DK'  qui  doit  être  de  rang  nul  et  par  conséquent  séculaire 
pur,  par  un  teiune  de  E  qui  doit  être  lui-même  séculaire  pur  si  l'on 
veut  que  le  produit  soit  séculaire  pur.  Bien  entendu  les  termes  deB 
que  j'appelle  séculaires  purs  sont  constants  et  ne  contiennent 
aucun  facteur  «'".  Je  les  appelle  ainsi  simplement  parce  qu'ils  ne 
contiennent  pas  de  facteur  trigonométricjue. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  rechercher  les  termes  séculaires 
purs  de  B.  Soit 

Fi  =  "V  A  cos(A-iXi-+- A-oXa-f- A), 

où  A  et  11  dépendent  des  L,  des  \  et  des  r;. 

Pour  ohtenir  B,  il  faut  prendre  une  des  dérivées  d'ordre  quel- 
conque, de  Fi,  multiplier  par  un  facteur  numérique  et  remplacer ).;■ 
par  nit-\-\^-  et  les  autres  variables  par  des  constantes. 

Considérons  un  terme  quelconc[ue  de  F,.  Si  Ai  etAo  ne  sont  j)as 
nuls  à  la  fois,  dans  toutes  les  dérivées  de  F,  le  terme  correspondant 
contiendra  en  facteur  le  cosinus  ou  le  sinus  de  ks\\  +  k'>\<^-\-  A; 
quand  on  y  aura  substitué  nit-{-\^-  à  la  place  de  'ki,  il  contiendra 
en  facteur  le  cosinus  ouïe  sinus  de  vi:=A  iX^  +  A^o)^"+/i,  et  comme 
V  ne  sera  pas  nul,  il  ne  sera  pas  séculaire  pur. 

Pour  avoir  les  termes  séculaires  purs  de  B,  il  suffit  de  réduire  F, 
à  ses  termes  indépendants  de  ).,  et  Xo-  L'ensemble  de  ces  termes 
sera  désigné  par  R;  c'est  ce  que  l'on  appelle  la  partie  séculaire 
de  la  fonction  perturbatrice . 

Soit  alors  Bo  l'ensemble  des  termes  séculaires  purs  de  B.  Nous 
voyons  que  Bo  sera  formé  avec  les  dérivées  de  R  comme  B  avec 
celles  de  Fi . 

Soit  OIL^  ce  cpie  devient  Oit'  lorsqu'on  y  remplace  oL,  o^,  o-/i,  oX 
par  leurs  termes  séculaires  purs  de  rang  zéro.  L'ensemble  des 
tei^mes  de  rang  zéro  de 

y  BD1V 

sera  alors 

Comment  avions-nous  formé  VBDIl'?  Nous  avions  pris  l'une 
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des  deux  expressions 

df\i' .     d\i' 
nous  y  avions  remplacé 

par 

et  nous  avions  développé  suivant  les  puissances  de 

•    oLm     ô>v,     Si,-,     o'/jj. 
Soient  alors 

DL„     DX„     D^„     Dti,- 

l'ensemble  des  termes  de  rang  zéro  de 

oL/,      oX,-,     oçi,      o-r];. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ^BoDILq  est  formé  avec 

R,  DL/,  Dl/,  DH/,  Dti/  comme  ^^^It'  avec  F,,  oL/,  SX/,  o^/,  ô-/]/. 

On  obtiendra  donc  \^Bo01t[,  en  prenant  l'une  des  deux  expressions 

_dl\  d^^ 

drii'       .   d\i' 
en  y  remplaçant 

T  "i  >• 

par 

et  développant  suivant  les  puissances  de 

DL,,     DX„     Dl;     Dqi. 

Prenons  la  deuxième  équation  (i) 
Nous  avons 


d'où 

(    ^BDXl'dt. 

Si  nous  égalons  dans  les  deux  membres  les  termes  de  rang  nul,  il 


204 

vient 

Or 
Donc 
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Dï,= 

^/'2' 

BoDlt;  dt. 

2 

BoDrL;  =  - 

dR 

dni 

Blr 

«^0 

dr,i 

Si   nous   réduisons   ^i  à   ses  termes   de  rang   nul,    c'est-à-dire  à 
y  +  Dij,  on  aura 


dh       dBl- 

dt           dt     ' 

et,  par  conséquent, 

(3) 

dli               dR 
dt             ^^d-rii 

et  de  même 

(4) 

dr^i           dR 
dt    ~^  d\i 

Dans  les  deux  membres  des  équations  (3)  et  (4),  il  faut  rem- 
placer 

par 

Mais  DL/  est  nul,  puisque  L/  ne  contient  pas  de  terme  de  rang 
nul.  De  plus  R  ne  dépend  pas  des  )./,   et  il  en  est  de  même  par 

conséquent  de  ;7j- et  de  -j—;  donc  les  \i  ne  figurent  pas  dans  les 

équations  (3)  et  (4). 

Il  suffira  donc  de  remplacer 

par 

L°,     ^?  +  Dï,,     TiF  +  Dïi,. 

Ainsi  les  équations  (3)  et  (4),  où  l'on  doit  regarder  les  Lj 
comme  des  constantes,  forment  un  système  d'équations  canoniques 
qui  définissent  les  termes  de  rang  nul  des  \  et  des  '/i  et  par  consé- 
cjuent  les  perturbations  séculaires  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. 
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140.   L'analyse  précédente  peut  se  présenter  sous  une  forme  un 
peu  difTéreiite,  quoique  au  fond  équivalente. 

Considérons  le  terme  général  du  développement  (i  i)  du  n'^  108; 

il  s'écrira 

;j.=' A-:'»  cos(/.-i  (P'i  -r-  k-2  (ï-'o  -t-  h); 

comme  il  ne  peut  être  de  rang  négatif,  on  a  m<Ca.  Si  donc  je  pose 

'x-:  =  t',  notre  terme  s'écrira 
i 

de  sorte  que  nos  développements  procéderont  suivant  les  puissances 
positives  de  u  et  de  t',  et  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  mul- 
tiples des  w. 

Ces  développements  satisferont  aux  équations  du  mouvement  et 
en  particulier  à  l'équation 

dh  __     dFj^ 

dt    ~        '""f/r,/' 

quand  on  v  fera 


t'=   |jL(f-l-c), 

iVî=  r, 

it-+-  £/. 

]Mais  on  a  alors 

dh        ,.           dh 
dt=^'^'=^d'-J 

dh 
diVi 

dh 
^riî-j — 

Notre  équation  devient  ainsi 

(5)                                                y;i  = 

dFi 
dr,i 

Les  deux  membres  de  cette  équation  sont  développables  suivant 
les  puissances  de  'j.,  de  t'.  et  les  cosinus  des  multiples  des  (v. 

Nous  obtiendrons  les  tei'mes  de  rang  nul  de  zj  ou  ceux  de  —  -—" 

en  y  faisant  jjl  =  o  (je  suppose,  bien  entendu,  que,  quand  je  fais 
<j.  =  o,  T  demeure  fini).  Dans  ces  conditions,  ij  réduit  à  ses  termes 
de  rang  nul  ne  dépendra  plus  des  (v,  puisque  tous  les  termes  de 
rang  nul  sont  séculaires  purs,  de  sorte  que 

dh 
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Faisons  de  même  u.  =  o  dans  —j^;  cela  revient  à  remplacer  dans 

cette  dérivée  les  inconnues  L/,   ç/,  '/],-,  Xi  par  l'ensemble  de  leurs 
termes    de    rang   zé7'0,    c'est-à-dire    par   L",    ç"  +  Dçj,   7j"  +  Dv1j,  . 
^î^+  tVi+  Bli.  Soit  donc 

A™;(/,-,X,-./..).,) 

un  terme  quelconque  de  — ~t^'  où  A  dépend  des  ^,  des  ri  et  des  L. 
Si,  dans  ce  terme,  je  remplace 

'-'M         -o         'l'I        'V 

par 

il  deviendra 

cos 
Afl    .     (/il  (t'i-f- /:=)»^»)+ A), 
sin  ^  -  '' 

OÙ  Ao  est  ce  que  devient  A  après  cette  substitution,  tandis  que 
h  =  A-i  X«  4-  /.-a XS  -H  Al  DXi  +  A-,  DX, . 

Les  termes  de  rang  zéj^o  sont  séculaires  purs  et  par  conséquent 
indépendants  des  w,  il  en  résulte  que  Aq  et  h  sont  indépendants 
des  (V.  Donc  notre  terme  a  pour  argument  A',  tV|  +  AoWo. 

Or  nous  ne  devons  conserver  que  les  termes  séculaires  purs, 
c'est-à-dire  indépendants  des  n\   Ce  sont  ceux   où   A",  ^A^^o, 

,        ,    ,.  .  -  !•  1  clF,  .     -,  , 

c  est-a-dire  ceux  qui  proviennent  cl  un  terme  de  —  -r—  indépen- 
dant de  A,  et  de  Xo. 

Or  l'ensemble  des  termes  de  —  —r^  indépendants  de  À,  et  de  Xo, 

.  ■   ,                ^R 
c  est  précisément r— • 

Si  donc  nous  égalons,  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (5), 

les  termes  séculaires  purs  de  rang  un    je  dis  un  et  non  zéro,  parce 

qu'un  terme  de  rang  zéro  de ~  me  donne  un  terme  de  rang  un 

du  second  membre  de  (5)  —  V'~^  r  J®  trouve 

,rs  dit  d^ 

<^^  ^d^=-''-d^r 
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OÙ  il  faut  remplacer  L/,  i/,  'f\i  par  L",  i^^  +  Dç,,  T|^"  +  Dyi/,  c'est- 
à-dire  réduire  L/,  li,  'r^  à  leurs  termes  de  rang  nul. 
Je  trouve  de  même 

Comme  d'ailleurs,  quand  ^  el't\  sont  réduits  à  leurs  termes  de  rang 
nul,  on  a 

je  puis  écrire 

^    ^  d'çi  dR  drif  _     dR 

^7)  -dT=~'^'-d^i'      -di-^'-dTi' 

Les  équations  canoniques  (7)  nous  donneront  donc  les  termes 
de  rang  nul  des  \i  et  des  r^t. 

141.   Comment  pourrait-on  se  servir  de  la  dernière  équation  (i) 

pour  calculer  les  termes  de  rang  zéro  de  oX^-;  ces  termes  sont  ce  que 
nous  avons  appelé  DXf. 

Nous  avons  vu  au  n°  106  que  l'intégrale 

d<i>    , 
dt 


J    dLi 


ne  peut  nous  donner  que  des  termes  de  rang  un,  au  moins.  Quant 
à  la  première  intégrale 


■11^/'^ 


les  termes  de  rang  zéro  qu'elle  pourrait  nous  donner  ne  pourraient 
provenir  que  des  termes  de  rang  un  séculaires  purs  de 

d¥i 


'""'—'■^fki'" 


Or  Poisson  a  démontré  que  ces  termes  n'existent  pas. 

,    Ainsi  nous  n'avons  à  considérer  que  la  troisième  intégrale;  mais 
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nous  ne  pourrons  l'établir  qu'après  avoir  démontré  plus  loin 
le  théorème  de  Poisson. 

Quant  à  la  troisième  intégrale,  on  verrait  comme  au  numéro 
précédent  que  les  termes  de  rang  zéro  qu'elle  peut  donner  sont 
compris  dans  la  formule 


■l 


dh/'' 


de  sorte  qu'il  reste 

Dans  le  second  membre  -tj—  dépend  des  L,,  des  ^f  et  des  ■/■;,-,  mais^ 

ne  dépend  pas  des  \i\  il  faut  bien  entendu  y  remplacer  L,,  ^/,  -/î/ 
par  L^",  \i-^  Dç,-,  -/]/+  Dïii. 

Donc,  quand  on  aura  déterminé  à  l'aide  des  équations  (7)  les 
termes  de  rang  zéro  des  \  et  des  y;,  c'est-à-dire  les  perturbations 
séculaires  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  il  suffira  d'une 
simple  quadrature  pour  déterminer  les  termes  de  rang  zéro  des  )^, 
c'est-à-dire  les  perturbations  séculaires  des  longitudes  moyennes. 

142.  Forme  de  R.  —  Connaissant  par  le  Chapitre  IV  la  forme 
de  F<,  nous  pouvons  en  déduire  R,  puisqu'on  obtient  R  en  suppri- 
mant dans  Fi  les  termes  qui  dépendent  des  À. 

Nous  avons  vu  aux  n°  83  et  86  que  l'on  a 


A  dépendant  seulement  des  L^.  Nous  avons  vu  que  les  entiers  2  q 
et  p  satisfont  aux  conditions 

"i-qi^Pi        (moda),  "i-qt^XPiV 

Nous  avons  vu  au  n°  87  que 

et  enfin  au  n"  88  que /?o -{-/>/,  est  toujours  pair. 

Voyons  quelles  sont  les  conséquences  de  tous  ces  faits.  Nous 
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voyons  que  F,  est  développable  suivant  les  puissances  de 

çi=  /?.  P;COsw/,         7]/=  v/ap^- sinw/. 

Il  en  est  donc  de  même  de  R  et  le  degré  d'an  terme  quelconque 
par  rapport  aux  ^  et  aux  t]  est  précisément 

Dans  R  tous  les  k  sont  nuls;  et  l'on  a 
et  par  conséquent 

et  comme  2q  est  de  même  parité  que  p 

■1  ^^  q  ^  o         (modaj. 

Ainsi  le  développement  de  R  suivant  les  puissances  des  ^  et 
des  r\  ne  contient  que  des  termes  de  degré  pair. 

A  cause  de  la  condition  \  yo  =  o,  nous  voyons  que  R  ne  chan- 
gera pas  quand  on  changera  ç/  et  -r\i  en 

\i  cose  —  -f]/  sine,  c;  sine  -f-  r,,-  cose. 

On  a 

Pi^ Pk^  o         (mod'i). 

C'est-à-dire  que  la  somme  des  entiers  p  relative  à  toutes  les  va- 
riables obliques  (c'est-à-dire  aux  variables  qui  déterminent  les 
inclinaisons)  est  paire. 
Et  comme  on  a 


2^=''' 


on  aura  aussi 

Pi  +  Pi=o         (moda), 

c'est-à-dire  que  la  somme  des  entiers  p  relative  à  toutes  les  va- 
riables excentriques  (c'est-à-dire  aux  variables  qui  déterminent 
les  excentricités)  est  paire. 

P.  —  I.  i4 
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Gomme  iq  est  de  même  parité  que  />,  on  en  conclut  que 
iq.>-^  2^4  et  2^1  +  2^3  sont  également  pairs. 

Ainsi  Le  développement  de  R  suivant  les  puissances  des  \  et 
des  Y)  ne  contient  que  des  ternies  qui  sont  de  degré  pair,  tant 
par  rapport  aux  variables  obliques  que  par  rapport  aux  va- 
riables excentriques. 

Toutes  ces  propriétés  s'étendent  immédiatement  au  cas  où  il  j  a 
plus  de  trois  corps. 

143.  Dans  une  première  approximation,  nous  pouvons  négliger 
les  quatrièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
C'est  ce  qu'a  fait  Lagrange.  Les  équations  (^)  prennent  alors  une 
forme  particulièrement  simple. 

Soit  en  etfet 

R  =  Ro  +  R,  -t-  Ri ^ . . . 

le  développement  de  R  où  nous  désignerons  par  Ry,  l'ensemble 
des  termes  de  degré  p  par  rapport  aux  ç  et  aux  v^.  Si  nous  négli- 
geons les  quatrièmes  puissances  des  \  et  des  /],  il  restera 

R  ^  Ro  -I-  R2, 

et  comme  R.o  ne  dépend  pas  des  ç  et  des  -ri,  nos  équations  ('j) 
deviendront 

,  .  dh  dK=,  dr\i  «fRi 

(  7  OIS  )  — .—  =  —  (i.  -1 —  ;  —r-  =  M-  —PT  ' 

^^         '  dt  '    dcii  '  dt         ^  d\i 

Gomme  R2  est  du  second  degré  par  rapport  aux  \  et  aux  -/]  les 
seconds  membres  seront  linéaires  par  rapport  aux  \  et  aux  v)  ;  et 
les  coefficients  de  ces  expressions  linéaires  ne  dépendent  que  des 
constantes  L". 

Les  équations  ('-  bis)  sont  donc  des  équations  linéaires  à 
coefficients  constants. 

Nous  savons  ensuite  que  tous  les  termes  du  développement 
de  R  sont  de  degré  pair  à  la  fois  par  rapport  aux  variables  obliques 
et  par  rapport  aux  variables  excentriques;  dans  Ro  nous  pourrons 
donc  avoir  des  termes  de  degré  deux  par  rapport  aux  unes  et  zéro 
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par  rapport  aux  autres,  ou  inversement;  mais  nous  ne  pourrons 
pas  avoir  de  termes  de  degré  un  par  rapport  aux  unes  et  un  par 
rapport  aux  autres. 
On  aura  donc 

R^  dépendant  seulement  des  variables  excentriques  et  R'^  seule- 
ment des  variables  obliques.  Le  système  (7  bis)  se  décomposera 
donc  en  deux  autres 

dh  dW.,  dfii  dK', 

il  ter)  -y-   =  U.  '  ;  —j—  =   M-       /)•  '  > 

^  ^         '  dt  ^  dr^i  dt         ^  d\i 

d\i  dW=y  di\i  dK\ 


{'j  quater)  —j-  =  —  \i- 


=  IJ-- 


dt  ^  di\i  dt         '     d\i 

Le  premier  où  ne  figurent  que  les  variables  excentriques  déter- 
minera les  perturbations  séculaires  des  excentricités;  le  second  où 
ne  figurent  que  les  variables  obliques  déterminera  les  perturba- 
tions séculaires  des  inclinaisons. 

D'autre  part,  Fj  ne  change  pas  quand  on  change  les  signes  des  X 
et  des  w,  c'est-à-dire  les  signes  des  X  et  des  'f\  [voir  n"  86);  donc 
R  et  Ro  ne  changeront  pas  quand  on  changera  les  signes  des  y]. 
Donc  Ro  ne  contiendra  que  des  termes  de  degré  deux  par  rapport 
aux  ^  et  zéro  par  rapport  aux  Tj,  ou  inversement,  mais  pas  de 
terme  de  degré  un  par  rapport  aux  ;  et  un  par  rapport  aux  i\  ;  il 
en  sera  de  même  de  R',  et  de  R^.  On  aura  donc 

R'^  =  S'^  +  T'^. 

où  SI  et  S',',  ne  dépendent  que  des  ^,  tandis  que  T^  et  T'!,  ne  dé- 
pendront que  des  r, . 

Nous  avons  vu  ensuite  que  R  ne  change  pas  quand  on  change  ^ 
et  7],  en  ^  coss  —  t)  sine  et  ç  sine  H-  t,  cose.  Il  doit  donc  en  être  de 
même  de  R!,  et  de  R",  ;  mais  dans  ces  conditions  R',  devient 

82(5  cose  —  -r]  sins)-!-  T',  (;  sins  -\-  tq  cose), 
ou 

cos'-e  Sq  (  ^)  —  2 cose  sin  e  ^  r]        '  -1-  cos^e  Si  (ir]  ) 

-+■  sin^e  Tg  (ç)-+-  2 cose  sine  /   ^  —j-^  -I-  cos^e  Tg  (r;  ). 
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Pour  que  cette  expression,  quel  que  soit  e,  se  réduise  à 
il  faut  que  l'on  ait 

c'est-à-dire  que  S^  soit  formé  avec  les  l  comme  T^  ai'ec  les  t]. 
De  même  pour  S".,  et  T'I. 

JNos  équations  deviennent  alors 

dii  dl',  drii  d^', 

(^•^^  -dt^-^^'     -dï  =  ^Xi' 

pour  les  variables  excentriques  et 

dii  dTl  d(\i  dSl 

^^«^"^  ^=-^^'  ^  =  f^^' 

pour  les  variables  obliques. 

144.  Intégrales  diverses.  —  Les  équations  (lo)  ou  (lo  bis) 
admettent  un  certain  nombre  d'intégrales  importantes.  D'abord  le 
système  (lo)  ou  (7  te/-)  admet  l'intégrale  des  forces  vives 

(1 1)  R'^  =  const. 

De  même  le  système  (10  bis)  ou  {'j  quater)  admet  l'intégrale 
des  forces  vives 

(i  I  bis)  Rj  =  const. 

Prenons  maintenant  les  équations  (10),   multiplions  la  première 
par  \i^  la  seconde  par  'T\i  et  ajoutons  ;  il  viendra 

Mais,  en  vertu  des  équations  (9),  le  second  membre  est  nul;  nous 
aurons  donc 

(12)  \^(|-  -+- -ri?)=  const. 
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La  sommation  doit  être  étendue  à  toutes  les  variables  excen- 
triques. 

En  traitant  de  la  même  manière  les  équations  (lo  bis),  on  trou- 
verait 

(l'ibis)  \  (^,- -1-- T),^  )=  const.; 

la    sommation    étant    étendue    cette    fois    à    toutes    les    variables 
obliques. 

Les  intégrales  (12)  et  (12  bis)  ne  sont  pas  autre  chose  que  les 
intégrales  des  aires.  Nous  avons  vu  en  effet  au  n"  90  que  ces  inté- 
grales s'écrivent 


'I2I/L1  — Pi—  ~  —'nk{/U—  p.3—  ^  =  con 


st. 


'4 

-  const., 


y   L  — -7   p  =  const. 
S'il  j  a  plus  de  deux  planètes,  nous  écrirons  plus  généralement 


P2 

—  =  const., 


P' 

■'I  —  Pi  —        =  const., 

2 


I         ^<^Li — pi — P2)  =  const.; 

le  signe  ^  signifiant  que  le  terme  explicitement  exprimé 

—  1^2  1/Li—  Pl 


2 


se  rapporte  à  la  première  planète  et  qu'il  faut  y  ajouter  les  termes 
analogues  relatifs  aux  autres  planètes. 
La  troisième  équation  (i3)  peut  s'écrire 

(i4)  V  L-  -V(^2-^  tqS  )=  const., 

la  sommation  s'étendant  cette  fois  à  toutes  les  variables  ç  et  y^  tant 
excentriques  qu'obliques.  Cette  équation  doit  être  identiquement 
vérifiée  quand  on  y  substitue,  à  la  place  des  inconnues  L,  ^  et  y), 
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leurs  développements  suivant  les  puissances  de  ui,  de  t  et  suivant 
les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  des  w;  ou  bien  encore,  si 
ayant  posé  [j.t  =  t'  comme  au  n°  140,  on  substitue  aux  inconnues 
leurs  développements  suivant  les  puissances  de  [a,  de  t'  et  suivant 
les  cosinus  et  les  sinus  des  mvdtiples  des  w. 

Le  premier  membre  se  présente  alors  comme  une  fonction  de  pi, 
de  t'  et  des  (v,  et  cette  fonction  doit  se  réduire  identiquement  à 
une  constante;  elle  se  réduira  encore  à  une  constante  quand  on  y 
fera  jj.  =  o . 

Or  si  l'on  fait  ij.  =  o,  x'  restant  fini,  les  inconnues  L,  ^,  rj  sont 
réduites  à  leurs  termes  de  rang  zéro,  ce  qui  veut  dire  que  l'équation 
(i4)  est  encore  vérifiée  quand  on  réduit  les  inconnues  à  leurs 
termes  de  rang  zéro. 

Or  dans  ces  conditions  L^  se  réduit  à  L,^  puisque  oL/  ne  contient 

pas  de  terme  de  rang  zéro;  de  sorte  que  2,  L  ^st  une  constante.  Il 
reste  donc 


2(5" 


Tj2)  =  const., 


les  ^  et  les  y]  étant  supposés  réduits  à  leurs  termes  de  rang  zéro. 
C'est  la  somme  des  équations  (12)  et  (12  bis). 

145.  Remarque.  —  Il  faut  observer  que  nous  avons  fait  impli- 
citement une  hypothèse  qu'd  est  nécessaire  de  signaler  parce 
qu'elle  pourrait  passer  inaperçue  :  c'est  que  toutes  les  planètes 
tournent  dans  le  même  sens.  Voici  comment  elle  s'introduit. 

Nous  avons  posé 


G  =  L  / 1  —  e'^,         6  =  G  cos  i. 

Si  donc  L  est  positif,  G  est  plus  petit  que  L  et  positif  lui-même; 
©  est  également  positif  et  plus  petit  que  L.  Il  en  résulte  que 

pi  =  L  —  G,         p2  =  G  — •  0 

sont  positifs  et  que  les  ^  et  les  '/]  sont  réels. 

Si  au  contraire  L  est  négatif,  il  en  est  de  même  de  G  et  par  con- 
séquent de 

Pj=:L(i — \/ 1  —  e-).         p2=G(i  —  cosi) 
Donc  les  ^  et  les  r^  sont  imaginaires. 
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Si  donc  nous  voulons  que  les  ^  et  les  y]  soient  réels,  il  faut  que 
les  L  soient  positifs,  (^r  le  moyen  mouvement  d'une  planète  est 
égal  à  un  facteur  positif  (dépendant  des  masses)  divisé  par  L'. 
Supposer  les  L  positifs,  c'est  donc  supposer  que  tous  les  moyens 
mouvements  sont  positifs,  c'est-à-dire  que  toutes  les  planète? 
tournent  dans  le  même  sens. 

Supposer  les  L  positifs,  ce  n'est  pas  restreindre  la  généralité. 
En  effet,  une  planète  qui  se  ment  dans  le  sens  rétrograde  sur  une 
orbite  d'une  inclinaison  i  peut  être  envisagée  comme  une  planète 
se  mouvant  dans  le  sens  direct  sur  une  orbite  d'une  inclinaison 
7t  —  i.  Il  est  donc  permis  de  supposer  que  toutes  les  planètes  se 
meuvent  dans  le  sens  direct. 

Mais,  dans  l'analyse  qui  précède,  nous  avons  supposé  les  incli- 
naisons très  petites.  Elle  ne  s'appliquerait  donc  pas  à  des  planètes 
se  mouvant  sur  des  orbites  dont  les  inclinaisons  seraient  très 
petites,  mais  qui  ne  se  mouvraient  pas  dans  le  même  sens;  il  fau- 
drait en  effet  les  envisager  comme  des  planètes  se  mouvant  toutes 
dans  le  sens  direct,  mais  dont  les  inclinaisons  seraient  très  petites 
pour  les  unes,  très  voisines  de  i  80"  pour  les  autres. 

Si  l'on  voulait  néanmoins  appliquer  à  ce  cas  les  formules  ana- 
lytiques précédentes,  cela  serait  licite,  mais  à  la  condition  de  se 
rappeler  que  quelques-uns  des  ^  et  des  ri  seraient  imaginaires. 

Peu  importe  d'ailleurs  puisque  ce  cas  ne  se  présente  pas  dans  la 
nature. 

146.  Il  s'agit  d'intégrer  nos  équations  linéaires  (10)  ou  (10  bis). 
S'il  y  a  Az  +  I  corps,  soit  n  planètes,  il  y  a  2  n  variables  excen- 
triques et  2/1  variables  obliques.  Chacun  de  nos  systèmes  sera 
donc  d'ordre  in. 

On  sait  quelle  est  la  forme  générale  des  solutions  d'un  système 
d'ordre  p  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  con- 
stants. Soient 

les  inconnues;  soient 


les  racines  d'une  écjuation  algéljrique  facile  à  former  et  dite  équa- 
tion déterminante . 
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A  chacune  des  racines  a^  correspondra  une  solution  particulière 
du  système  qui  s'écrira 

les  B//;  étant  des  constantes  faciles  à  calculer;  et  la  solution  géné- 
rale sera 

Xk^-  A,  Bi/,e3'i  '  -h  Aa  B,/,  e«2  «  -h . . .  -t-  A,,  B/,/,e«;;  ^ 

les  A  étant  des  constantes  arbitraires. 

Dans  le  cas  où  l'équation  qui  donne  les  a  a  des  racines  multiples, 
il  peut  y  avoir  en  outre  des  solutions  dites  r/égéjiérescentes  qui 
sont  de  la  forme 

37/,=  Vi,,e^it, 

P,7,  étant  un  polynôme  entier  en  ^. 

Nous  allons  appliquer  ces  principes  soit  au  système  (lo),  soit  au 
système  (lo  bis).  J'observe  d'abord  que  l'équation  qui  donne  les  a 
ne  peut  avoir  de  racine  réelle  différente  de  zéro.  Si  en  effet  elle 
avait  une  racine  réelle  a,  le  système  admettrait  une  solution  de  la 

forme 

^<.=  G/.e°'S  Ti/.=  D/,ea', 

les  G  et  les  D  étant  des  constantes.  On  aurait  donc 

Mais  le  premier  membre  doit  être  une  constante,  le  second  serait 

une  constante    7  (G^-(-D^.)  multipliée  par  un  facteur  variable  e-^^. 

Cela  n'est  possible  que  si  les  deux  membres  sont  nuls.  On  aurait 
donc 

c'est-à-dire 

^  =  TT)  =  o. 

Je  dis  maintenant  que  l'équation  ne  peut  avoir  que  des  racines 
purement  imaginaires,  c'est-à-dire  dont  la  partie  réelle  soit  nulle. 
Soit  en  effet  a  ==  [^  H-  ^y  une  des  racines  et  supposons  que  la  partie 
réelle  (^  ne  soit  pas  nulle.  Le  système  devra  admettre  une  solution 
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particulière  de  la  forme 

^;,,  =  (G/,4-tG'/,)e(P+'Y)S 

Cette  solution  est  imaginaire,  mais  la  solution  imaginaire  conjuguée 
satisfera  également  aux  équations  linéaires,  il  en  sera  de  même  de 
leur  demi-somme  qui  est  la  partie  réelle 

^/^.  =  G/,.eP^  cosy^  —  G/,.eP'  sin  y?, 

r\/,  =  D/,  eî^'cosy^ —  D/.é"P'  siny?, 
d'où 

=      ^1(^1.+  D|)e2p^cos2y<  —  2  V(G/,Gi.-f-  D/,D;,)<?2pf  siny  ?  cosyf 

Or,  si  [3  n'est  pas  nul,  entre  les  cpiatre  fonctions  i,  e-P'cos-y^, 
e-P^sin-y^,  e-^^cosy/  sinv^^  il  n'y  a  aucune  relation  linéaire  à  coef- 
ficients constants.  L'égalité  précédente,  dont  le  premier  membre 
est  une  constante  en  vertu  des  équations  (12)  et  (12  bis),  ne  peut 
donc  avoir  lieu  que  si  tous  les  termes  sont  nuls.  On  a  donc  encore 

d'où 

^  =ïi  =  0. 

Je  dis  maintenant  que  notre  système  ne  peut  admettre  de  solu- 
tion dégénérescente.  Supposons  en  etïet  qu'il  en  admette  une 

(l5)  ï/,=  P/,,,.a^  ^/,=  Q^,gaf, 

les  P/t  et  les  Q/f  étant  des  polynômes  entiers  en  t. 

Je  puis  toujours  supposer  que  ces  polynômes  sont  du  premier 
degré.  En  effet,  si  le  système  admet  la  solution  (i5),  il  admettra 
également  la  solution 

{i5  bù)  li^.=  V',,e^t,        .7]/,=  Q;,e*S 

où  P^  et  Q^.  sont  les  dérivées  de  P^  et  de  Q^. 
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De  plus  a  sera  purement  imaginaire;  car  si  nous  avons  la  solu- 
tion (i  5)  où  P/f  etQ/f  sont  supposés  du  premier  degré,  nous  aurons 
aussi  la  solution  (i5  bis)  où  P^.  et  Q^  seront  des  constantes  et  à 
laquelle  s'appliqueront  les  raisonnements  précédents  par  lesquels 
nous  avons  établi  que  a  doit  être  purement  imaginaire. 

Soit  donc  a  :^  i'y;  la  solution  (lo)  sera  imaginaire,  mais  la  solu- 
tion imaginaire  conjuguée  satisfera  également  aux  équations,  ainsi 
que  la  partie  réelle.  Cette  partie  réelle  se  composera  d'un  terme  en 
f  cosy^,  d'un  terme  en  isiny^,  d'un  terme  en  cosy^,  d'un  terme 
en  siny^.  Soit  donc 


^/•■-r; 


Ç/.-+Ç/.-,  'nk='f\k^'^k 


cette  partie  réelle,  où  ^'/^  et  y)'^  représentent  l'ensemble  des  deux 
termes  en  Acosy^  et  ^siny^,  et  où  ^')^  et  yj^  représentent  l'ensemble 
des  deux  termes  en  cosy<  et  sinyi. 
On  aura  alors 

^(W^  -ni)  =^{  ^k  +  -rlk  )  +  2  2  ^  '^'^  '^'''  '^  '"^'"'^''^  )  "^  2  *  ^'^'  ^  '^^  ^' 

Le  premier  membre  doit  être  une  constante  en  vertu  de  l'équa- 
tion (12). 


^^{^'k^'k^-r{k'f\'k)  «  tcos-^^t,       tsin^-;t,       ^cosy^siny^, 

^(^A^ -t- ■'q'/i^  )  »  cos^Y?,         sin^yï,         cosy^sinyZ. 

Or,  entre  les  dix  fonctions  1 ,  tP  cos-y^,  tP  sin-  j'^,  tP  cosy  /  siny< 
(jO  =  o,  1,-i),  il  n'y  a  pas  d'autre  relation  linéaire  à  coefficients 
constants  que 

cos^Y  ^  H-  sin2  yi  =  I. 

L'équation  précédente  ne  peut  donc  subsister  que  si  les  termes 
en  t-  ont  tous  pour  coefficient  zéro  ;  on  a  donc 

^{k'k -^ ''■,'k  )  ^  o, 

d'où 

ù  =  'nk=  o, 
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ce  qui  montre  que  les  polynômes  P^  et  Q^h  doivent  se  réduire  à  des 
constantes,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  de  solution  dégénérescente. 

147.  Nos  équations  ne  changent  pas  quand  on  change  ^  en  —  7\ 
et  Yi  en  Ç,  puisque  Sa  est  formé  avec  les  Ç  comme  T-,  avec  les  ■/]. 
Si  donc  elles  admettent  une  solution 

^/,  =  C/,e'^(,         -1)1,=  D/,e2'^ 
elles  admettront  également  la  solution 

^/l-  =  —  D/,e«S  r;/,=  C^e«<. 

De  plus,  elles  ne  changent  pas  non  plus  quand  on  change  'r\  en 
—  T^  et  t  en  —  t,  de  sorte  qu'elles  admettent  également  les  solu- 
tions 

ik^       C/,e-«,         Tr)A-=  — DA■e-«^ 

f^.  =  —  D/,e-«',         '/!/,=  -  GA.e-«'. 
Elles  admettront  donc  en  outre  les  solutions 


'^  '  fA,=  (C/,+  îD,t)e«S         rik=^-iiCk^iBk)e=^i 

Si  donc  D/f^d=  /G/r,  l'une  des  deux  sokitions  (i6)  disparaît  et 
la  racine  a  peut  être  simple. 

Si,  au  contraire,  D^f  n'est  pas  égal  à  dz  iCh-,  les  deux  solu- 
tions (16)  sont  effectives  l'une  et  l'autre  et  la  racine  a  doit  être 
double;  mais  les  solutions  (i6),  déduites  l'une  et  l'autre  de  la  solu- 
tion donnée,  jouissent  de  la  même  propriété;  la  valeur  de  r^h  est 
égale  à  celle  de  ^k  au  facteur  près  ±  i.  Nous  pouvons  donc,  sans 
restreindre  la  généralité,  supposer 

D;t  =  ±fGA-. 
Soit  donc 

a  =  i'Y, 

(17)  U=C/ce^'[',         ■r,k  =  ±iCkeilt. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  nos  équations  admet- 
tront aussi  comme  solution 

il j  bis)  ^A-  =  Gk e-iyi,         T) A-  =  +  i Ga- e-'T '. 

Si  Y  est  racine  simple,  il  n'y  a  pas  d'autre  solution  en  e'ï',  ni  en 
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e~'T^;   de  sorte  que   ces  deux  solutions  doivent  être  imaginaires 
conjuguées,  d'où  l'on  conclut  que  C^-  est  réel. 

Si  Y  est  racine  double  ou  multiple,  il  faut  modifier  un  peu  le 
raisonnement.  Si  nos  équations  admettent  la  solution  (17),  elles 
admettront  la  solution  imaginaire  conjuguée 

OÙ  C).   est  imaginaire  conjugué  de  G/t,  et  par  conséquent  en  chan- 
geant ■/]  el  t  en  —  Y|  et  —  t  : 

et,  par  conséquent, 

U={  Ga-^-  G^.)e'Y',         ■n/,=:±  i(GA-+  Gl)e-iJ^, 

où  le  coefficient  Ca+  G^  est  réel. 

Nous  pouvons  donc  toujours  supposer  que  dans  la  solution  (17) 
le  coefficient  C/f  est  réel. 

Je  dis  maintenant  qu'on  peut  toujours  supposer  que  si  l'on  envi- 
sage le  signe  zh  placé  devant  i  dans  la  formule  (17),  c'est  le 
signe  +  qu'il  faut  prendre.  Si,  en  effet,  c'était  le  signe  — ,  il  suf- 
firait de  changer  Y  en  —  y  6t  l'on  retomberait  sur  la  formule  (17  bis) 
où  le  signe  ±  est  renversé. 

Si  nos  équations  admettent  la  solution  (17),  elles  admettront 
également  la  solution  imaginaire  conjuguée,  d'où  l'on  conclut  aisé- 
ment que  la  partie  réelle  de  la  solution  (17) 

(18)  ^/.  =  G/,,  cosy^,         T)/,.  =  —  Ga- siny^; 

satisfait  également  aux  équations. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  chercher  à  satisfaire  à  nos  équa- 
tions par  des  expressions  de  la  forme  (18);  on  en  conclut 

Si  nous  substituons,  par  exemple,  dans  les  équations  (10),  elles 
deviennent 
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Comme  S'^  est  formé  avec  les  ^  comme  T.,  avec  les  -/j,  ces  équa- 
tions établissent  entre  les  t)  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre 
les  i;  il  suffira  donc  de  considérer  l'une  d'elles,  par  exemple 

(19)  T^^'  =  -:^^- 

Considérons  les  n  variables  excentriques  ^  comme  les  coordon- 
nées d'un  point  dans  l'espace  à  /?  dimensions;  l'équation 

représentera  une  surface  du  second  degré  dans  cet  espace.  J'ap- 
pelle 2,  cette  surface.  Si  n  ^=  i^  c'est-à-dire  dans  le  problème  des 

trois  corps,  cette  surface  est  une  ellipse  dans  un  plan;  si  ai  z=  3, 
c'est-à-dire  dans  le  problème  des  quatre  corps,  c'est  un  ellipsoïde 
dans  l'espace  ordinaire. 

Cherchons  les  axes  de  cette  svirface  ^.  Pour  cela,  considérons 
la  sphère 

Cherchons  à  déterminer  X^    de    façon    qu'elle    soit  bitangente 

à  2,'i  alors  X  sera  la  longueur  de  l'axe  correspondant  et  les  deux 

points  de  contact  en  seront  les  extrémités. 

Or  on  sait  qu'on  arrive  à  ce  résultat  en  envisageant  la  surface 
conique 

2^2_X2S',  =  o 

et  exprimant  qu'elle  a  une  droite  double;  on  trouve  ainsi  les  équa- 
tions 

Ces  équations  nous  donneront  les  valeurs  de  ).-,  et  les  valeurs 
des  \i  qu'on  en  déduira  seront  proportionnelles  aux  cosinus  direc- 
teurs de  l'axe  correspondant.  Or  ces  écpations  s'identifieront  aux 
équations  (19)  si  l'on  suppose 

X2    _  [J, 

2  Y 
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Donc  les  valeurs  des  y  sont  en  raison  inverse  des  carrés  des  axes 
de  la  surface  S',  =  i ,  et  sont  égales  à 

2  [JL 

Quant  aux  l^  et,  par  conséquent,  aux  coefficients  G^,  ils  sont 
proportionnels  aux  cosinus  directeurs  de  l'axe  correspondant. 

Les  solutions  de  la  forme  (i  8)  sont  donc  entièrement  déterminées 
quand  on  connaît  les  axes  de  la  surface  S.,  =  i  en  grandeur  et  en 
direction. 

Une  surface  du  second  degré  de  l'espace  à  n  dimensions  ayant 
n  axes,  nous  avons  n  solutions  distinctes  de  la  forme  (i8).  De  cha- 
cune d'elles  nous  pouvons  déduire  une  solution  plus  générale  con- 
tenant deux  constantes  arbitraires  A  et  h  : 

ï/,=  AG^.  cos(  Y?  -+-  h),         t]^.  =  —  AC/,  sin(Yf  -+-  h). 

En  additionnant  ces  n  solutions,  on  trouve  une  solution  conte- 
nant 2/?  constantes  axbitraires;  on  a  donc  la  solution  générale  du 
problème. 

148.  Intégrales  quadratiques.  —  La  solution  générale  s'obtient 
donc  de  la  façon  suivante  : 

Soit  fi  l'une  des  n  valeurs  de  y,  la  solution  particulière  corres- 
pondante s'écrira 

ï/,-=  A-iCa  cos(y,-^-i-  hi),         T,A.  =  — A,-G^/.sin(Y/^-H  hf), 
et  la  solution  générale  sera  donnée  par  les  équations 

(20)  h~  =  ^  A;  Cik  COS  (  Y;  ^  +  hj  ) 

et 

(2i)  T,A-  =  —   ^A/Ca-sinfYi-H  hi). 

Des  n  équations  (20),  je  puis  tirer  les  n  quantités 

A  cos(y^  -+-  h) 
sous  la  forme 

A;  COS(Yi  ^  +  ^'/)   -     7    D;7,-^/i- 
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De  même,  des  n  équations  (21),  je  puis  tirer  les  n  quantités 
A  sin(  V  t  -h  h), 

et,  comme  les  coefficients  G  sont  les  mêmes  dans  les  équations  (20) 
et  dans  les  équations  (21),  il  viendra 

—  A,-  sin(  Y,-^  -H  hi  )  =  V  D/^.  r,/,. 
En  faisant  la  somme  des  carrés,  il  vient 

2D//,^/,j   +  (  2  D,7.ï)/,  j    =  A;  =  const. 

Ce  sont  là  des  intégrales  quadratiques  de  nos  équations;  il  j  en 
a  /i,  puisque  l'indice  i  peut  prendre  les  valeurs  1 ,  2,  . . .,  n. 

149.  Intégrales  linéaires.  —  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
s'applique  à  la  fois  aux  formules  (fo),  relatives  aux  variables  excen- 
triques, et  aux  équations  (10  bis),  relatives  aux  variables  obliques. 
Voici  maintenant  une  propriété  qui  appartient  exclusivement  aux 
équations  (10  6w). 

Reprenons  les  deux  premières  équations  (i3).  Ces  équations 
doivent  subsister  quand  les  L,  les  ^  et  les  Tj  sont  réduits  à  leurs 
termes  de   rang  zéro.  Nous  avons  négligé  dans  R  les  quatrièmes 

puissances  des  q,  et,  par  conséquent,  dans  -^  les  troisièmes  puis- 
sances. Continuons  donc  à  négliger  les  cubes  des  ^  et,  par  consé- 
quent, les  termes  en  ^p  ou  vip  ;  les  deux  premières  équations  (i3) 
deviendront 


^r)2v/Li  =  const.,  2^^,/L|  =  co 


iist. 


Dans  ces  équations,  les  L^  doivent  être  remplacées  par  leurs 
termes  de  rang  zéro,  c'est-à-dire  par  les  constantes  h^  et  il  reste 
les  équations 

(22  j  %  ^,/L'J  =  const.,  7  r,,/^^  =  const. 

Ce  sont  des  intégrales  linéaires  des  équations  (10  his). 

Cela  prouve  que  V équatiori  qui  donne  y  a  une  racine  nulle. 
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Si  nous  prenons,  en  effet,  la  première  équation  (aa),  la  con- 
stante du  second  membre  peut  prendre  une  valeur  quelconque,  car 
les  valeurs  initiales  des  ^  peuvent  être  choisies  arbitrairement.  Sup- 
posons donc  cette  constante  différente  de  zéro. 

Substituons  dans  l'équation  (22),  à  la  place  des  ^,  leurs  va- 
leurs (20);  nous  aurons  alors  une  combinaison  linéaire  des 

cos(y^  -f-  A) 

qui  devra  être  égale  à  une  constante  différente  de  zéro.  Cela  n'est 
possible  que  si  un  des  cosinus  se  réduit  à  une  constante,  c'est- 
à-dire  si  l'un  des  y  est  nul.  c.  q.  f.  d. 

Gela  veut  dire  que  la  surface  du  second  degré  S",  =  1  a  un  de  ses 
axes  infini,  c'est-à-dire  qu'elle  se  réduit  à  un  cylindre,  par  exemple 
à  deux  droites  parallèles,  si  n  =  2,  à  un  cylindre  elliptique  si 
/i  =  3. 

Ou  bien  encore  cela  veut  dire  que  la  forme  quadratique  S"  peut 
être  nulle  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  sans  que  i,  vi,  . . .  s'an- 
nulent. Dans  ce  cas,  les  équations  (10  his^  se  réduiront  à 

d\,  d-r^i 

dt  '  dt  ' 

de  sorte  que  les  \  et  les  r,  seront  constants. 

C'est  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier;  supposons  en  effet  que  les 
orbites  de  toutes  les  planètes  soient  dans  un  même  plan,  mais  que 
ce  plan  n'ait  pas  été  choisi  pour  plan  des  ^,  x-^. 

Alors  les  inclinaisons  ne  seront  pas  nulles  et  les  variables  obliques 
^  et  'T\  ne  seront  pas  nulles  non  plus.  Mais  les  planètes  resteront 
constamment  dans  ce  même  plan;  les  longitudes  des  nœuds  seront 
donc  constantes,  ainsi  que  les  inclinaisons. 

Or  on  a 

p2  =  (Lj—  pi  )(i  —  cosi). 

Le  terme  p,  (i  —  cos?)  est  du  quatrième  degré  par  rapport  aux  ^ 
et  aux  Yi;  il  a  donc  été  négligé  dans  l'analyse  précédente;  il  reste 

donc 

p.,  =  L|  (i  —  cost). 

L,  se  rédviit  à  la  constante  L^,  et  i  est  constant  d'après  ce  qui 
précède.  Donc  02  est  constant.  Si  02  et  CO2  sont  constants,   il  en 
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est  de  même  de  ç.2  et  de  •/12,  et  de  même  pour  toutes  les  variables 
obliques  qui  peuvent  ainsi  être  constantes  sans  être  nulles. 

C.   Q.   F.   D. 

150.  Les  équations  algébriques  d'ordre  Ji  qui  donnent  les  valeurs 
des  Y  ont  été  résolues  numériquement  par  Lagrange  d'abord,  par 
Le  Verrier  ensuite.  On  trouvera  des  détails  à  ce  sujet  dans  le 
Chapitre  XXVI  du  Tome  I  de  la  Mécanique  céleste  de  Tisserand. 

Mais  ni  Lagrange  ni  Le  Verrier  n'ont  employé  les  éléments 
canoniques.  Il  faut  donc  faire  attention  au  changement  de  notation. 

Au  lieu  de  développer  comme  nous  suivant  les  puissances  des  H 
et  des  71,  ils  développent  suivant  les  puissances  des 

A  =  e  sinTîy,  l  =  e  coscr, 

p  =:  tangisinô,  q  =:  tangtcosO. 

Mais  en  négligeant  comme  nous  le  faisons  les  cubes  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  on  a 

Les  L;  se  réduisent  à  des  constantes  LJ*,  de  sorte  que  les  ^  et 
les  71  ne  diffèrent  des  h,  des  /,  des  p  et  des  q  que  par  des  facteurs 
constants.  Le  passage  d'un  développement  à  l'autre  est  donc  im- 
médiat. 

151.  Premier  changement  de  variables.  —  Pveprenons  les  équa- 
tions 

,     ,  d^i  cTïL  dc\i  dS'., 

(^°^  ^=-'"^'        -dF==^-dC' 

Considérons  la  surface  du  second  degré  S'.,=  i;  cette  surface  est 
située  dans  l'espace  à  n  dimensions  et  nous  avons  convenu  que  les 
n  variables  excentriques  ^ 

Çl?        ^3)        bî         •  •  •  )        ?2«-l 

représentent  les  coordonnées  d'un  point  dans  cet  espace. 

Rapportons  maintenant  cette  surface  à  ses  axes,  que  nous  pren- 
drons pour  nouveaux  axes  de  coordonnées.  Soient 

Çl7        ?3î        S5'         •  •  • »        S2"— 1 

P.  —  I.  i5 
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les  coordonnées  courantes  par  rapport  à  ces  nouveaux  axes.   Ce 
seront  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  anciennes 


et  l'on  a  d'ailleurs  identiquement 

car  les  deux  membres  de  cette  identité  représentent  l'un  et  l'autre 
la  distance  à  l'origine  du  point  de  coordonnées  courantes. 
On  aura,  puisque  la  surface  S'.,  est  rapportée  à  ses  axes, 

2[^S;  =  — ^T'ir- 

Nous  définirons  de  même  les  7)'  qui  seront  liés  aux  '/]  par  les 
jïiêines  relations  linéaires  que  les  i'  aux  ^.  On  aura,  par  consé- 
quent. 


et 


et  identiquement 


les  sommations  étant  étendues  à  toutes  les  valeurs  impaires  de 
l'indice  i.  Le  changement  de  variables  est  donc  canonique,  de  sorte 
que  le  système  (lo)  devient 


(9,3)                                  -—  =—  \x-—^, 
^                              dt             ^    df{i 

d-ri'i 

dt 

dS', 

Nous  opérerons  sur  le  système 

,       ,  .  ,                       d\i               dV, 
<'^^"^                        dt=       ^"-d-,? 

df\i 
dt 

dS% 

relatif  aux  variables  obliques,  comme  nous  avons  opéré  sur  le  sys- 
tème (lo). 
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Nous  envisagerons  le  point  dont  les  coordonnées  sont  les  n  va- 
riables obliques 

b)        ^4î        Ç6î         •  •  •  )        Ç2«) 

nous  formerons  la  surface  du  second  degré  S'^  =  i  ;  nous  la  rap- 
porterons à  ses  axes;  nous  désignerons  par 


les  coordonnées  par  rapport  à  ces  nouveaux  axes.  Nous  défini- 
rons Tio,  7)'^,  ...  de  la  même  manière,  c'est-à-dire  que  nous  aurons 
entre  les  v]'  et  les  t]  les  mêmes  relations  linéaires  qu'entre  les  \'  et 
lesi. 

Dans  ces  conditions,  nous  aurons 

2[aS';=  — ^T/T/', 
2[a  J  2  =  — 2jYrf.r, 

les  sommations  étant  étendues  aux  valeurs  paires  de  i. 

Le  changement   de   variables  sera  donc  canonique  et  le    sys- 
tème (lo  bis)  deviendra 


d^i  _ 

d1\ 

dr^  i           d'è\ 

dt 

'■<^ùr 

dt  ~^  d'c:i 

(23  bis) 

D'ailleurs  il  est  clair  que 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  l'indice  i.  Le 
ehangement  de  variables  est  donc  canonique  et  le  système  (^) 
devient 

, ,  d^i  dK  d'ri'i  dR 

^^'^  -di=-^d^'       -dT  =  ^Wi' 

Si  l'on  tient  compte  de  la  forme  de  SI,,  T^,  S" ,  T'ô,  on  voit  que 
les  systèmes  (aS)  et  (aS  bis)  deviennent 

di'i  _        ,  dT{i  _ 

Ift  -T''^"  dt    ~       ^'^'' 
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d'où 

^/=  AiCOs{'(it^  hf),         ri'i  =  — Ai  sin {y it-i-  ht), 

Aj  et  hi  étant  des  constantes  arbitraires. 
On  déduit  de  là 

\'l-  +  r'i^  =  const. 

Ce  sont  les  intégrales  quadratiques  du  n°  148. 
En  les  combinant,  on  trouve 

^C^r  +  'n?  )  =  ^(Vï-^'nl)    =  const., 

2ï'( ^'''  +  ^''•'  )  =  -  I^( s;  +  T;  )  =  const., 

les  sommations  étant  étendues,  soit  à  toutes  les  valeurs  paires,  soit 
à  toutes  les  valeurs  impaires  de  i.  Ce  sont  les  intégrales  du 
n°  144. 

Dans  le  cas  des  variables  obliques,  un  des  y  est  nul;  soit 

il  reste 

dt     ~      dt     ~  °' 
d'où 

^2„=  const.,         rj2,j=  const. 

Ce  sont  les  intégrales  linéaires  du  n°  149. 

On  voit  avec  quelle  facilité  on  retrouve  tous  les  résultats  an 
Chapitre  précédent. 

152.  Limitation  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  —  Ces 
formules  nous  donnent  le  moyen  de  trouver  des  limites  supérieures 
que  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  planètes  ne  pourront 
jamais  dépasser.  (Bien  entendu,  si  l'on  tient  compte  seulement  des 
termes  de  rang  zéî^o  et  que  l'on  néglige  les  puissances  supérieures 
des  excentricités  et  des  inclinaisons.) 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  les  intégrales 

d'où,  pour  un  angle  quelconque  s, 

|^;-cos£-l-rj;-sin£|  <  A^-; 
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les  Ai  sont  des  constantes  que  l'on  peut  regarder  comme  des  don- 
nées de  la  question,  puisqu'il  est  aisé  de  les  déduire  des  valeurs 
initiales  des  ^  et  des  ri,  et  que  l'on  peut  supposer  positives. 

Si  l'on  se  reporte  maintenant  aux  équations  (20)  du  n*'  148,  on 
verra  que  l'on  peut  supposer  que  l'on  a 


■=^ca/ù,     r.=2^ 


lA-  ÇA-' 


J'observe  en  passant  que  dh,  de  même  que  D//f,  représente  le 
cosinus  de  l'angle  que  fait  l'ancien  axe  des  ^^  avec  le  nouvel  axe 
des  ^'-  ;  on  a  donc 

On  aura  donc 

^/,  cos£  -H  rj/,  siiiî  =  ^G a-  iVi  cosz  -i-  i]i  s\nt), 

et,  par  conséquent, 

1  ^k  ces  s  +  ■!]/,  sin  £  I  <  ^  A,  I  dk  \ . 

Or  je  puis  toujours  trouver  un  angle  £  tel  que 


^/,  coss  -I-  rik  sins  =  V^^|-+-  'ql- 
11  en  résulte  que 
(•25)  \/'d+-d<^^i\Ga\, 

ce  qui  nous  fournit  une  limitation  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons. 

11  est  un  cas  où  cette  limitation  devient  illusoire.  ISous  avons  en 
effet 

Pi=  Li(i  —  /i  —  e-),         p2=  (Li—  pi)(i  — cosj), 

ou,  en  négligeant  les  puissances  supérieures  des  excentricités  et 
des  inclinaisons, 

Pi  =  Li — )  p2=Li— • 

2  2 

Or  

Li  =  7n\  ]//ni  -+-  m-,  y/ a, 

a,  e  et  i  désignant  le  grand  axe,  l'excentricité  et  l'inclinaison  de 
la  première  planète. 
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Il  en  résulte  que 

contient  en  facteurs  la  masse  ?n\  ;  cette  expression  est  de  l'ordre 
de  cette  masse  multipliée  par  le  carré  de  l'excentricité.  L'inéga- 
lité (aS)  nous  donne  donc  une  limite  supérieure  du  produit  m',  e^, 

soit 

in\  e-<  B, 

d'où 


e< 


l/^ 


Si  la  masse  in\  est  très  petile,  cette  limite  supérieure  de  e  pourra 
être  très  grande  et  n'avoir  aucune  valeur  pratique. 

Il  est  donc  nécessaire  d'examiner  en  particulier  le  mouvement 
d'une  petite  planète  sous  l'influence  perturbatrice  d'une  ou  plu- 
sieurs grosses  planètes. 

Supposons  que  la  petite  planète  soit  la  première  planète,  c'est- 
à-dire  que  in\  soit  très  petit.  On  aura  alors 


à  des  infiniment  petits  près  d'ordre  supérieur. 
On  pourra  poser  alors 

F  =  <i>o-h  wi*i, 

où  <Ï>Q  dépendra  seulement  des  coordonnées  des  grosses  planètes, 
ou  plutôt  de  celles  des  planètes  fictives  correspondantes,  et  des 
dérivées  de  ces  coordonnées  par  rapport  au  temps.  Quant  à  la 
fonction  $),  elle  dépend  des  coordonnées  de  toutes  les  planètes  et 
des  dérivées  de  ces  coordonnées  par  rapport  au  temps.  La  masse  m\ 
est  infiniment  petite,  mais  $0  et  <ï>,  sont  finies. 

Formons  maintenant  nos  expressions  R,  R2,  R^,  R'ô,  S^,  T2, 
S',  T'^.  Dans  chacune  de  ces  expressions,  dans  S!,  par  exemple, 
distinguons  les  termes  qui  proviennent  de  $0  et  ceux  qui  pro- 
viennent de  nii^s  ;  les  premiers  seront  finis,  les  autres  seront  de 
l'ordre  de  m^. 

La  fonction  S'.,  est  un  polynôme  entier  par  rapport  aux  n  va- 
riables excentriques 

çi)    b)     •  •  •  )    ;2«-i. 
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La  première  de  ces  variables  se  rapporte  à  la  petite  planète;  elle 
est  donc  de  l'ordre  de  y//?Zi  ;  les  autres  se  rapportent  aux  grosses 
planètes  et  elles  sont  finies.  Soit  alors 

où  Pa  +  P'2  est  un  polynôme  du  second  degré  en 

P,  un  polynôme  du  premier  degré  par  rapport  aux  mêmes  variables 
et  Po  une  constante. 

P2  représente  l'ensemble  des  termes  provenant  de  Oqî  etP^  celui 
des  termes  provenant  de  m,  <!>,,  Quant  aux  teiuiies 

ils  proviennent  tous  de  nii  $,,  car  Oq  11e  dépend  pas  des  coordon- 
nées de  la  petite  planète,  ni  par  conséquent  de  H). 
Le  polynôme  P2  est  donc  fini,  tandis  que 


:2iiPi- 


oKÎ 


doit  être  de  l'ordre  de  m,.  Et  comme  ^,  est  de  l'ordre  de  0/^^,  nous 
devons  conclure  :   1°  que  les  coefficients  de  Po  et  la  constante  Po 
sont  finis;  2°  que  les  coefficients  de  Pj  sont  de  l'ordre  de  \Jni\', 
3°  que  les  coefficients  de  P',  sont  de  l'ordre  de  m{. 
Si  donc  nous  posons 

P;  =  miQÎ,,         Pi=\/^Qi, 
d'où 

S',=  P2+/niQ',^-?V'"^çiQi+Po^ï, 

les  polynômes 

P-2,     Q;,     Qi,     Po 
seront  finis. 

Nous  avons  à  chercher  les  axes  de  la  surface  du  second  degré 

Elle  diffère  peu  de  la  surface 

L'un  des  axes  de  celle-ci  est  l'axe  des  Hi,  les  autres  sont  perpen- 
diculaires à  l'axe  des  ^( .  L'un  des  axes  de  la  surface  82=1  (à  part 
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un  cas  d'exception  dont  nous  parlerons  plus  loin)  fait  donc  avec 
l'axe  des  ^,  un  angle  très  petit  de  l'ordre  de  ^m^.  Si  donc  nous 
reprenons  nos  cosinus  directeurs  G/yt,  nous  voyons  que 

Gl,3>        G], 5,        .  .  .  ,        Ci,2«— I; 

Gs^i,     Gg^i,     . . . ,     G2rt— i,i 

sont  très  petits  de  l'ordre  de  y//?^l . 

Reprenons  alors  l'inégalité  (20)  en  l'appliquant  à  la  petite  pla- 
nète; nous  aurons 

Je  dis  que  le  second  membre  est  de  l'ordre  de  y//n,.  En  effet,  je 
dis  que  A,  est  de  l'ordre  de  \/n^^  ;  c'est  en  effet  la  valeur  initiale  de 

/;?  +  ''■)  l'- 
Or 

Çi  ^  Çi  G11+  Ç3G13-I-.  .  .-+-  ;2«-i  Cl, 2/1-1. 

La  valeur  initiale  de  i',  est  de  l'ordre  de  y//?î),  parce  que  la 
valeur  initiale  de  ^,  est  de  l'ordre  de  sjnii  et  que  Ci 3,  . . .,  Ci^o„_i 
sont  aussi  de  l'ordre  de  sjrn^ .  Il  en  est  de  même  de  la  valeur  ini- 
tiale de  7]'^  et,  par  conséquent,  de  A,. 

Le  premier  terme  Ai  [Ch  |  est  donc  de  l'ordre  de  sjm^  et  il  en  est 
de  même  des  autres  parce  que 

Gs^i,     . . . ,     G2H— 1,1 

sont  de  l'ordre  de  y/m,. 
On  a  donc 

v/^i  +  '^ii  < /"^Th, 

H  étant  fini.  Mais  on  a,  comme  nous  l'avons  vu,  en  négligeant  les 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  celles  de  la  masse  1n^^ 

4/ 


y/^  1  +  ''■j  1  =  e  y//»  i  \/M  a, 

où  M  est  la  masse  du  Soleil,  a  et  e  le  grand  axe  et  l'excentricité  de 
la  petite  planète.  On  a  donc 

II 

y  M  a 
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ce  qui  nous  donne,  pour  l'excentricité,  une  limite  supérieure 
finie. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  ce  qui  précède  serait  en  défaut,  ce 
serait  celui  où  la  surface  du  second  degré 

aurait  deux  axes  égaux  (l'un  de  ces  deux  axes  étant  l'axe  des  \\). 
Nous  ne  pourrions  plus  affirmer  alors  que  ses  axes  font  des  angles 
très  petits  avec  ceux  de  S',  =  i . 

Pour  nous  en  rendre  compte,  supposons  ii  =  2  de  façon  que  la 
surface  S!,  =  i  se  réduise  à  une  ellipse  dans  un  plan.  Cette  ellipse 
différera  très  peu  de  l'ellipse  P2+P(,^j=i  qui  a  pour  axes  les 
axes  de  coordonnées.  Les  axes  des  deux  ellipses  différeront  très  peu 
les  uns  des  autres  et,  par  conséquent,  très  peu  des  axes  de  coor- 
données. Mais,  si  la  seconde  ellipse  se  réduit  à  un  cercle,  nous 
n'aurons  plus  le  droit  d'affirmer  que  les  axes  d'une  ellipse  très  peu 
difi"érente  de  ce  cercle  sont  très  peu  diflerents  des  axes  de  coor- 
données. 

On  peut  arriver  aux  mêmes  résultats  d'une  autre  manière. 

Nos  équations  peuvent  prendre  la  forme  suivante  : 

Nous  aurons 

car  les  termes  P[,  et  ^i  P,  sont  négligeables  devant  Po. 

De  ces  équations  et  des  équations  analogues  pour  les  ç/,  on  dé- 
duit par  le  procédé  ordinaire  les  vai4ations  séculaires  des  excen- 
tricités des  grosses  planètes.  Alors  ^i  et  ru  sont  donnés  sous  la  forme 
d'expressions  linéaires  par  rapport  à  certains  cosinus  et  sinus  de  la 

forme    . 

cos(y^  +  /i),         sin{-(t  -i-  h). 


Il  vient  ensuite 


dri 
~dt 


^    =  2[JlPi-H2|J.Po^i, 


i  —  2hlPo^i  =  2Acos(y^  +  /0, 
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car  Pi  est  linéaire  par  rapport  aux  ^i,  et,  par  conséquent,  par  rap- 
port aux  cos(y^  +  h). 

On  satisfei^a  à  cette  équation  et  à  sa  conjuguée 


dt 


-i- 2  [xPo-rii  =  2  A  sin(  Y  ;; -+- A) 


en  posant 


A  cos(y^  -^-  h) 


^  Yo— T 

•     /  7    N       V^  A  sin(Y^  ■+-  A) 

•Il  =— asin(Yo^-l-  ^o)  —  >, ' ' 

^^  Yo  —  T 

où  Yo  =  —  2[jlPo  et  où  a  et  Aq  sont  des  constantes  arbitraires. 

Cette  expression  demeurera  très  petite,  à  moins  que  yo  ne  soit 
égal  à  l'un  des  y,  ce  qui  correspond  au  cas  où  notre  surface  du 
second  degré  aurait  deux  axes  égaux. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  excentricités  s'appliquerait 
sans  changement  aux  inclinaisons. 

Le  Verrier  a  montré,  dans  le  Tome  II  des  Annales  de  V Obser- 
vatoire, qu'il  existe,  entre  Jupiter  et  le  Soleil,  une  position  où  une 
petite  planète  pourrait,  sous  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
acquérir  de  grandes  inclinaisons,  parce  que  le  cas  d'exception  dont 
nous  venons  de  parler  se  trouverait  réalisé. 
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153.  ISous  avons  ramené  la  recherche  des  variations  séculaires 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  c'est-à-dire  la  recherche  des 
termes  de  rang  zéro  des  inconnues  ^  et  r,  à  l'intégration  d'un  sys- 
tème d'équations  canoniques 

^^'  ~dt  ~~  ^''d^/         'dt  ~'^'''dîi 

et  nous  avons  vu  comment  cette  intégration  pouvait  être  effectuée 
quand  on  négligeait  dans  R  les  quatrièmes  puissances  des  \  et 
des  Tj. 

Je  me  propose  maintenant  d'intégrer  complètement  le  sys- 
tème (i).  Je  vais  montrer  en  effet  que  les  équations  (i)  peuvent 
être  ramenées  à  la  forme  des  équations  (lo)  du  Chapitre  Vil  et  que, 
par  conséquent,  tous  les  théorèmes  de  ce  Chapitre  leur  sont  appli- 
cables. 

Si  nous  faisons  maintenant  le  changement  de  variables  du  n"  151 , 
nos  équations  resteront  canoniques  et  deviendront 


(2) 


154.  Second  changement  de  variables.  —  Grâce  à  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  les  termes  du  développement 
du  n° 143 

(3)  R  =  Rg_^R2_|_R^^-... 

vont  rapidement  en  décroissant.  Pour  mettre  ce  fait  en  évidence, 


d\'i 
dt 

dK 

dri'i 
dt 

dR 
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on  peut  faire  un  nouveau  changement  de  variables  qui  ne  nous 
sert  que  pour  mieux  faire  saisir  certaines  analogies,  mais  qu'il 
faudrait  se  garder  de  faire  effectivement  dans  la  pratique.  Posons 

£  étant  un  coefficient  de  l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Posons  en  outre 

R=Ro-f-£-S,         Rp=E/'S/j, 
d'où 

S  =   S2+E^S,+  £^S6-h.... 

On  voit  que  S  est  développable  suivant  les  puissances  de  s-,  des 
^"  et  des  -fi",  et  que  S^  est  homogène  d'ordre  p  par  rapport  aux  q" 
et  aux  ri". 

Nos  équations  deviennent  alors 

,  , ,  d^'i-  dS  d-f\'f  dS 

^^  dt  '   dr/--  dt  d\i 

loo.   Troisième  changement  de  variables.  —  Posons  maintenant 

^i  =  \/i  p"i  cos  w^-,         ri'i  =  \/-i.  p}  sin  w'^  ; 

nos  équations  conserveront  la  forme  canonique  et  s'écriront 

. . ,  dp'i  dS  dwl'i  dS 

dt  ^  du>'-  dt         '    dpi 

Nous  avons,  en  reprenant  les  notations  des  numéros  précé- 
dents, 

R,  =  S'.  -+-  T'2  +  S'^  +  T';  =  e2  S2 
et 

-'2fa(T^-t-T;)=2T^-^i?- 
Nous  tirons  de  là 

^' = ~  ^  y  T/(^? + vp  ) = -  i  y^i9'i- 

Nous  pouvons  voir  alors  l'analogie  complète  des  équations  (5) 
avec  les  équations  (10)  du  Chapitre  VU. 
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On  voit  que  : 

[jlS  joue   le   rôle   de    F, 

les  p"  jouent       »         des  L, 
les  (o"       »  »        des  X, 

£2  joue  »        de    [Ji. 

En  effet  : 

1"  La  fonction  S  est  développable  suivant  les  puissances  de  e^  ; 

2"  Pour  e- =  o,  elle  se  réduit  à  Sa  et  Sa  ne  dépend  que  des  p"-; 

3°  Il  n'y  a,  en  général,  entre  les  dérivées  de  So,  aucune  relation 
linéaire  à  coefficients  entiers,  puiscjue  les  y^  sont  des  données  em- 
piriques indépendantes. 

Gela  est  vrai  du  moins  cjuancl,  toutes  les  planètes  se  mouvant 
dans  un  même  plan,  il  n'y  a  lieu  de  s'inquiéter  c[ue  des  excentri- 
cités et  non  des  inclinaisons;  mais,  s'il  j a  lieu  de  tenir  compte  des 
inclinaisons,  nous  avons  vu  au  n°  149  que  l'un  des  y  était  nul. 

Je  montrerai  plus  loin,  au  n°  165,  comment  on  peut  se  tirer  de 
celte  difficulté;  je  me  borne  à  renvoyer  à  ce  numéro  afin  de  ne 
pas  interrompre  l'exposition. 

4"  Enfin  S,  qui  est  développable  suivant  les  puissances  des  ^'^ 
et  des  Ti",  est  une  fonction  périodique  des  to". 

lo6.  Tout  ce  que  le  Chapitre  VII  nous  a  appris  au  sujet  des 
équations  (lo)  est  applicable  aux  écpiations  (5). 

En  première  approximation,  c'est-à-dire  en  négligeant  s-  et  en 
réduisant  S  à  So,  on  trouve 

dp'î  dM"i 

It^""'  ~dt   ^~^^' 

ou 

p^-=  const.,  w','  =  — Y/^  +  const. 

Ces  formules  résument  les  résultats  obtenus  dans  le  Chapitre 
précédent. 

On  peut  pousser  l'approximation  plus  loin  et  appliquer  la  mé- 
thode de  Lagrange;  on  trouvera  ainsi,  pour  nos  inconnues  p",  to'^,, 
i",  ri",  des  développements  de  la  forme 


V(£2)aA^'«  cos(vf -h  h), 
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OÙ  A  et  h  sont  des  constantes  et  où 

les  ki  étant  des  entiers. 

Ce  sont  les  constantes  — yj  qui,  en  effet,  jouent  ici  le  rôle  des 
moyens  mouvements  ni. 

Dans  ces  développements,  remplaçons  t  par  t  quand  il  est  en 
dehors  du  signe  cos  et  que  l'exposant  a  de  e^  n'est  pas  nul;  sous 

le  signe  cos,   remplaçons  v^  par  N  ^,«'/.  Dans  le  premier  terme 

■du  développement  de  m-  ,  où  t  est  en  dehors  du  signe  cos,  mais 
où  l'exposant  a  est  nul^  remplaçons  — Y^-i  par  rn^-;  nous  obtien- 
drons ainsi  pour 

des  développements  de  la  forme 

V  (E2)aAT:'«  cos  (^^kw-^-  h\ 

Ces  développements  sont  ceux  du  Chapitre  Vl  ;  on  satisfera  donc 
aux  équations  (5)  en  y  substituant 

X  z=   t  -\-  C,  iVi  = Y^  t  -t-  £;•, 

•quelles  que  soient  les  constantes  c  et  e,. 

On  y  satisfera  encore,  en  vertu  du  Chapitre  VII,  en  substituant 
dans  les  développements 

T  =  O,  Wi  =  —  y',-  t  +  Wi, 

les  y'-  étant  des  constantes  déterminées  légèrement  différentes  des 
y^,  et  les  ro,  des  constantes  arbitraires  d'intégration. 

Les  Yi  sont  développables  suivant  les  puissances  de  e-  et  se  ré- 
duisent aux  ji  pour  e-^  o  (cf.  n°  131). 

L'importance  de  ce  résultat  est  très  grande  ;  nous  avons  vu  en 
effet  qu'en  négligeant  les  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  Lagrange  et  Laplace  avaient  démontré  que  ces 
excentricités  et  ces  inclinaisons  devaient  toujours  demeurer  très 
petites,  d'où  résultait  la  stabilité  du  système  solaire. 

Cela  restait-il  vrai  quand  on  tenait  compte  de  ces  puissances 
supérieures?  On  en  pouvait  douter,  car,  en  appliquant  aux  équa- 
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lions  (5)  la  méthode  de  Lagrange,  on  voyait  s'introduire  des 
termes  séculaires.  A  vrai  dire,  en  prenant  la  question  par  une 
autre  voie,  on  pouvait  démontrer  que  la  stabilité  subsistait.  On 
l'avait  fait  en  tenant  compte  de  R4  par  une  méthode  dont  nous 
dirons  un  mot  plus  loin,  mais  on  pouvait  se  demander  si  l'on  y 
réussirait  encore  en  tenant  compte  des  termes  d'ordre  supérieur. 

Les  considérations  qui  précèdent  résolvent  complètement  la 
question,  en  ce  sens  que  le  procédé  cjue  nous  venons  d'exposer 
permet  toujours  de  faire  disparaître  les  termes  séculaires. 

Les  développements 


(6)  ^(^'-) 


«  A-l'"  ces 


peuvent,  comme  nous  l'avons  vu  au  n°  138,  s'obtenir  de  la  façon 
suivante  : 

Dans  ces  développements  (6),  faisons  d'abord  t  =  o,  puis  rem- 
plaçons Wi  par  «'j-h  (y,  —  y,) '^7  ils  deviendront 

2(£')''A  CCS  ^^kiv  -i-^A-xCy  -  y')  +  AJ  . 

Si  l'on  développe  ensuite  suivant  les  puissances  de  t,  on  retom- 
bera sur  les  développements  (6).  On  comprend  mieux  ainsi  d'où 
provenaient  les  termes  séculaires  qui  figurent  dans  ces  développe- 
ments (6). 

Dans  les  développements  (6)  figurent  4'^  constantes  arbitraires 
si  l'on  a  /i  +  I  corps,  c'est-à-dire  n  planètes.  Les  coefficients  A  et  A 
ne  dépendent  que  de  ces  4'*  constantes. 

On  peut  choisir  pour  ces  constantes  les  valeurs  initiales 


de  nos  4'^  inconnues.  Mais,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  au  n°  133,  il 
est  possible  de  faire  ce  choix  d'une  infinité  d'autres  manières.  Nous 
verrons  bientôt  quelle  est  la  plus  convenable. 

lo7.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  jusqu'ici  s'applique  au  cas 
général  des  équations  (10)  du  Chapitre  VIL  Mais  nos  équations  (5) 
sont  d'une  forme  particulière,  d'où  résultent  pour  elles  certaines 
propriétés  analogues  à  celles  que  nous  avons  démontrées  aux 
n"^  134  et  suivants. 
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Nous  avons  vu  en  effet  que  S  est  développable  suivant  les  puis- 
sances des  ^"  et  des  r\" .  Posons  en  effet 

de  telle  façon  que  [j-So  joue  le  rôle  de  Fq  et  U  celui  de  F,. 

Soit,  d'autre  part, 

d       •^        d 

^=7h-Z^^'d^,' 

de  telle  façon  que  Aç  se  réduise  à  -j-  quand  on  fait 

Nos  équations  deviendront  alors 

il)  A^  — y,vi,  =  -s-— .  A-ri,+  Y,^,=  s-^, 

analogues  aux  deux  dernières  équations  (33)  du  Chapitre  Vil. 
Je  choisirai  pour  nos  ^n  constantes  les  valeurs  moyennes  de 

que  je  désignerai  par  E/  et  E^- ;  je  puis  supposer  d'ailleurs  E^==  o 
sans  restreindre  la  généralité.  Nos  formules  contiennent  en  effet 
6/2  constantes  arbitraires  E/,  E^-  et  ttî/,  c'est-à-dire  in  àe  trop;  c'est 
d'ailleurs  ce  cjiie  nous  avons  fait  au  Chapitre  Vil. 

Ce  que  nous  allons  chercher  à  démontrer,   c'est  que  nos  déve- 
loppements procèdent  suivant  les  puissances  de 

Ejcosw^,         E/sintP(, 

et  nous  voyons  déjà  que  l'on  a,  en  première  approximation, 

^ï  =  E;  cos  <v,-,         -rii  =  E;  sin  wt. 

Nous  allons  le  démontrer  par  une  analyse  toute  semblable  à  celle 
du  n°  13o.  Posons 

de  telle  façon  que 

2_j  ^'^  ^^k  ■+-  2  if  V  '^'k  dr{'k 
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étant  différentielle  exacte,  nos  éc[iiations  deviennent 

(7  bis)      AX^-l-  tY/,XyL  =  2«£-  -,r— '  A\/,—  17/,  Y/,  =  —  ats^       _. 

«1/,.  aA;t 

(J'ai  remplacé  les  indices  i  par  les  indices  k  afin  d'éviter  toute 
confusion  avec  i=  y/ —  i). 

Les  seconds  membres  de  ('j  bis)  sont  développables  suivant  les 
puissances  des  X  et  des  Y.  Ce  que  je  me  propose  de  démontrer, 
c'est  que  les  X  et  les  Y  vont  être  développables  suivant  les  puis- 
sances de 

Cela  est  vrai  en  première  approximation,  où  l'on  trouve 

X/c  ~  E/, e'i^'i,         Y/;  =  E/,. e-''^'A. 

Je  suppose  que  cela  soit  vrai  en  [n  —  lyeme  approximation  et  je 
me  propose  de  démontrer  que  cela  est  vrai  en  /2*«'"e_ 
INos  équations  peuvent  s'écrire 

i  A(X/:e-'"'0  =       2t£2e-''n— — , 
1  "1/, 

^^^  i    wv       •      .  -,     •  ^U 

f  A(Y/,e"''i)    =  — ats^e'w^    -î^r- » 

analogues  aux  équations  (89  bis)  du  n"  135. 

Les  dérivées  de  U  sont  développables  suivant  les  puissances 
des  X  et  des  Y;  et,  comme  ces  quantités,  en  (n  —  i^eme  approxi- 
mation, sont  développables  suivant  les  puissances  des  E^e-"^/',  il 
en  sera  de  même  des  dérivées  des  U. 

Nos  équations  (8)  sont  donc  de  la  forme 

équation  (4o)  du  n"  135,  où  ç  est  une  fonction  connue  de  t,  des  E^ 
et  des  Wf(i  de  telle  façon  que  çe^^^'''  soit  développable  suivant  les 
puissances  de  -  et  des  E^e— "^^,  le  nombre  s  étant  égal  à  —  1  dans 
la  première  équation  (8)  et  à  H-  i  dans  la  seconde. 
En  d'autres  termes,  on  a 


(9)  ^=^^Wyy 


e  ^' '    '. 


A  est  un  coefficient  constant,  jn  un  entier;  I  B  E*^'  représente 
P.  —  ].  16 
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le  produit 

Les  q  et  les  p  sont  des  entiers  satisfaisant  aux  conditions 

(ij=Pj  (mod2),  qj1\pA  (y^/O, 

q,,  =  pi,  4-  5  (  ni od  2  ) ,  <//, ^  |  /»/,  +  .9 1 , 

analogues  aux  conditions  (42)  du  n"  13o. 

Nous  avons  \u  au  n°  135  que  t«  sera  de  la  même  forme  que  ^  àla 
condition  que  Tintégration  soit  conduite  de  telle  sorte  que  la  valeur 
moyenne  de  u  soit  nulle,  ou  soit  égale  à  un  développement  de  la 
forme  (9). 

Cette  condition  est  remplie,  car  nous  conduisons  nos  intégrations 
de  telle  façon  que  les  valeurs  moyennes  de  X/^e~'""A,  Y^e'"'^  soient 
l'une  et  l'autre  égales  à  E/v  ;  on  a  donc 

Val.  moy....      X/,.e-''>'A  =  e-''*'i(E/,.e'"'A  ), 
Val.  moy Y/,.e'"'A     =  e''»'A-    (E/,e-'"'i  )• 

Ces  valeurs  moyennes  sont  donc  bien  de  la  forme  (9);  il  en  est 
donc  de  même  des  inconnues  qui  jouent  le  rôle  de  u  dans  les 
équations  (8),  c'est-à-dire  de  X;f<?~"'"A,  Y^e'"'*,  le  nombre  s  étant 
égal  à  -h  1  pour  la  première,  à  —  i  pour  la  seconde. 

Cela  veut  dire  que  X^  et  Y^  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances des  Ee— '^. 

I08.   Nos  équations  (5)  ne  changent  pas  quand  on  change 

")      sn       'il 

en 

j^,      h'ç",;      hri"i, 

quelle  que  soit  la  constante  h.  Dans  ces  conditions,  les  valeurs 
moyennes  E/f  et  E';^,  qui  nous  servent  de  constantes  d'intégration, 
se  changent  en  hE/f  et  en  AE'^. 

Nous  avons  supposé  E';,.:=o;    mais  nous   voyons  que  si  nous 

changeons  £  en  ! ,  E/;  en  AEa,  nos  inconnues  ç]  et  yj'-  se  changent 

en  hç]  et  /r/]"^-,  tandis  que 
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ne  changent  pas.   Donc  ^',-  et  r{-  sont  développables  suivant  les 
puissances  de  ~  et  de 

£  E/,.  cos  »'/,;,     £  E/,-  sin  w/,-, 

les  coefficients  du  développement  ne  dépendant  plus  d^ ailleurs 
ni  de  s,  ni  de  t,  ni  des  E,  /^^  des  w. 

Cette  circonstance  nous  montre  bien  l'inutilité  pratique  du 
changement  de  variables  du  n"  lo4  ([ul  ne  nous  a  servi  que  pour 
faciliter  l'exposition.  Nous  supposerons  donc  dans  la  suite  e  =  i  ; 

159.  Nos  équations  ne  changent  pas  quand  on  change  les  signes 
de  toutes  les  inconnues  i"  et  tj",  car  la  fonction  S  ne  contient  que 
des  termes  de  degré  pair  par  rapport  à  ces  inconnues. 

Changer  tous  ces  signes,  c'est  changer  aussi  les  signes  des  va- 
leurs moyennes  E;;^. 

Si  donc  nous  changeons  les  signes  des  valeurs  moyennes  E^, 
nous  changerons  les  signes  de  toutes  nos  inconnues;  d'où  cette 
conséquence  : 

Les  développements  des  ç"  ou  des  y;"  (ou,  en  faisant  £  ^  i ,  ceux 
des  ^'  ou  des  y)')  suivant  les  puissances  des 

E/,-  cos  wj^,     E/^.  sin  w;^ 

ne  contiendront  que  des  termes  de  degré  impair. 

Si  nous  nous  rappelons  que  les  ç  et  les  ■r\  sont  des  fonctions 
linéaires  des  ^  et  des  y^',  nous  verrons  que  les  ^  et  les-/]  peuvent  se 
développer  suivant  les  puissances  de 

"t,     E/^.  cos  (v/ ,     E/,-  sin  w/^-. 

On  satisfait  aux  équations  du  mouvement  en  faisant  dans  ces 
développements 

T  =  O,  HP/,  =  —  Y/,  t  -\-  TO/,. 

Alors  les  i  et  les  t]  sont  développables  suivant  les  puissances 

de 

E/,  cos (  Yk  t  —  'jT/,- )»         E/,  sin  (  y'/,  i  —  th/, )  ; 

les  développements  ne  contiennent  cjue  des  termes  de  degré  im- 
pair. 
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160.  Nous  avons  vu  au  Chapitre  VII  (n°  136)  que  les  n]  sont 
développables  non  seulement  suivant  les  puissances  de  [j.,  mais 
suivant  celles  de  E-. 

De  même  ici  les  ^'-  seront,  comme  les  ;  et  les  y],  développables 
suivant  les  puissances  des 

E/,-  cos  (V/..,     E/,.  sin  w^ 

et,  comme  ils  doivent  être  indépendants  des  w,  suivant  les  puis- 
sances des  E|. 

Les  E/f,  quand  on  suppose  £  =  i ,  sont  des  quantités  très  petites 
de  l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Quand  on  fait  E|^  o,  les  y^-  se  réduisent  aux  Vj. 

Remarquons  que  les  y/,  d'après  leur  définition,  sont  déjà  des 
quantités  très  petites  de  l'ordre  de  tx;  les  différences  y'^.  —  y^-  seront 
plus  petites  encore  et  dé  l'ordre  de  jaE-. 

161.  Symétrie.  —  J'observe  que  nos  équations  ne  changent  pas 
quand  on  change  t  en  —  ^,  et  'i\  en  —  r^. 

Si  donc  nous  changeons  (V  en  —  w^  t  en  — t,  sans  changer  les  E/f, 
ies  ^  ne  changeront  pas  et  les  r^  changeront  de  signe. 
Nous  pouvons  faire 

T   =  0, 

quitte  à  faire  ensuite 

alors  les  développements  des  ^  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des 
multiples  des  w  ne  contiendront  que  des  cosinus  et  ceux  des  yi  ne 
contiendront  que  des  sinus.  On  aura  donc 


(lo) 

=  2A'J];(EJ.)sia2/>y«V> 


9j  =  PJ        (mocl'2),  gj'àlPjl- 

C'est  là  une  conséquence  de  la  symétrie  par  rapport  au  plan  des 

162.    Si  l'on  fait  tourner  le  système  d'un  angle  quelconque  s  au- 
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lour  de  l'axe  des  x^,  nos  équations  ne  changent  pas  et  ç,  •/]   se 
changent  en  ^  coss  +  t,  sins,  —  q  sinî  +  t]  coss. 

Si  donc  nous  augmentons  tons  les  wj  d'une  même  constante  s, 
les  expressions 

?  -+-  f'i,    ^  —  ^n 

doivent  être  respectivement  multipliées  par 
On  aura  donc 

=  e+'^  (A  cos  2_,Pj  ivj-i-  iA'  sin  2^Pj^'^j) , 
d'où 
(il)  A  =  A',  ^pj  =  -^i, 

conditions  nouvelles  auxquelles  doivent  satisfaire  les  développe- 
ments (lo). 

163.  Nos  équations  ne  changent  pas  non  plus  quand  on  change 
les  signes  de  toutes  les  variables  obliques.  C'est  là  une  conséquence 
de  la  symétrie  par  rapport  au  plan  des  .27)^2- 

D'après  nos  conventions,  les  indices  impairs  correspondent  aux 
variables  excentriques  ç,  et  r,/  et  aux  constantes  E^  correspon- 
dantes; les  indices  pairs  aux  variables  obliques  ^i  et  7]^  et  aux  con- 
stantes Eyn  correspondantes. 

Si  donc  nous  changeons  les  signes  de  toutes  les  constantes  E;;- 
d'indice  pair,  les  ç  et  les  r,  d'indice  impair  ne  changeront  pas,  les  E, 
et  les  7]  d'indice  pair  changeront  de  signe. 

Donc,  dans  les  développements  (lo),  les  sommes 


étendues  à  toutes  les  valeurs  paires  de  l'indice  j,  sont  paires  pour 
les  variables  excentriques,  et  impaires  pour  les  variables  obliques. 
C'est  le  contraire,  en  vertu  du  numéro  précédent,  pour  les  mêmes 
sommes  étendues  à  toutes  les  valeurs  impaires  de  l'indice  /. 
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164.  Intégrales  diverses.  —  Les  équations  (lo)  nous  donnent 
les  ^  et  les  tj  sous  la  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances croissantes  des 

(12)  E/,- cos  (v/,-,         E/,.  sin  fv/,.. 

Oa  peut  résoudre  ces  équations  par  rapport  aux  quantités  (12) 
et  l'on  trouve  alors 

,     ^,  (     E/,  COStP/,=  <»/,(?,  Ti), 

(i3) 

(    E/,  sin(i'/.=  <^/.(^,  Tj), 

les  seconds  membres  étant  des  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances des  ^  et  des  r, .  On  en  déduit  les  intégrales 

(i4)  cp|. -I- i^f.  =  E|.  =  const. 

Nos  équations  possèdent  donc  des  intégrales  développables  sui- 
vant les  puissances  des  ^  et  des  Y).  Supposons  que,  négligeant  les 
puissances  supérieures  des  ^  et  des  v],  nous  réduisions  R  aux  pre- 
miers termes  de  son  développement 

R  =  Ro+R,+  R^, 
de  sorte  que  nos  équations  deviennent 

d^__       d{ï{-2^  H4)  dr;   _       rf(R,-^R^) 

dt  ~~  ^^'         dq  '  dt~^^  d\  * 

Négligeons  également  dans  le  premier  membre  de  (i4)  les 
sixièmes  puissances  des  ^  et  des  rj,  et  soit 

ce  qui  reste  de  ce  premier  membre  après  cette  réduction  (il  est 
clair  que  ce  premier  membre  ne  peut  contenir  cjue  des  termes  de 
degré  pair;  Vo  et  V.,,  représentent  donc  respectivement  les  termes 
du  deuxième  degré  et  ceux  du  cjuatrième). 
On  aura  alors  identiquement 


/f/V.,  f/Ri        r/V,  ^Ri^ 


^   f/;      dr^  dri      de,   ) 


y,r^ 

f/R., 
dr^ 

dW.^ 

di] 

dR. 

^  \  d\ 

rfR., 
dr^ 

d\, 

d-n 

"dl 
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M.  Cellérier,  de  Genève,  avait  déjà  remarqué  qu'il  existe  des 
polynômes  Vo  et  V/,  satisfaisant  à  ces  identités. 

Cette  remarque  lui  avait  déjà  fait  soupçonner  la  possibilité  de 
faire  disparaître  les  termes  séculaires,  possibilité  qui  vient  d'être 
complètement  établie. 

163.  Au  n"  155,  j'ai  fait  observer  que,  quand  les  planètes  ne  se 
mouvant  pas  dans  un  même  plan,  il  j  avait  lieu  de  calculer  non 
seulement  les  perturbations  séculaires  des  excentricités,  mais  en- 
core celles  des  inclinaisons,  on  rencontre  une  difficulté,  provenant 
de  ce  qu'un  des  coefficients  y  est  nul. 

Il  est  temps  de  revenir  sur  cette  difficulté  et  de  montrer  par 
quel  artifice  très  simple  on  peut  l'éliminer. 

Nous  avons  vu  quelle  était  la  forme  des  intégrales  des  aires;  elles 
peuvent  s'écrire 


h  =  Vl_2i 


=  const. 


u  =-"2''^-v/^^'~'^'~'T  =  '^""^^-' 


\/u 


consl. 


(c/.  n"  144).  Elles  subsistent  quand  on  réduit  les  L,  les  p,  les  ^ 
et  les  Tj  à  leurs  termes  de  rang  zéro.  Gela  revient  en  effet  à  déve- 
lopper les  inconnues  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples 
des  w  et  suivant  les  puissances  de  u.  et  de  u.t  =:  t',  et  à  faire  en- 
suite pL  =  o,  t'  restant  fini;  les  intégrales  des  aires,  \ raies  pour 
toutes  les  valeurs  de  ul,  subsisteront  évidemment  pour  p.  ==  o. 

Ghoisissons  le  plan  invariable  pour  plan  des  X\X.2]  les  intégrales 
U  et  V  seront  nulles. 

Je  dis  que,  dans  les  équations  (i),  nous  pouvons  alors  renv- 
placer  R  par  R+aU-  +  aV-,  a  étant  un  coefficient  constant 
quelconque.  On  a  en  effet 

f/(R  +  aU2-^aV2)        dK  ,.  d[j  ^^  dV        dR 

dii  d'i^i  d\i  dc,i        d'^i 

puisque  U  et  V  sont  nuls,  et  de  même 

d(\i  dfj 
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IX. 

On  oblient  ainsi  Jes  équations 

dt 

c?(K-4-aU2^ 
=  '"■                 dU 

-aV2) 

Cela  ne  veut  pas  dire  que  tontes  les  intégrales  de  (i5)  appar- 
tiennent à  (i)  et  inversement,  mais  seulement  que  le  système  (i5) 
et  le  système  (i)  ont  une  infinité  d'intégrales  comnrunes,  à  savoir 
celles  qui  satisfont  à  la  condition  U^V  =  o;  nous  ne  restrei- 
gnons pas  la  généralité  en  nous  bornant  à  envisager  ces  inté- 
grales. 

Cela  revient  en  effet  à  supposer  que  le  plan  invariable  est  le 
plan  des  XxX^;  et  nous  pouvons  toujours  choisir  les  plans  de  coor- 
données de  façon  à  satisfaire  à  cette  condition. 

Comparons  maintenant  les  fonctions 

R,     R^a(U2-i-V-^). 

Je  dis  que  la  seconde  de  ces  fonctions  est  de  la  même  forme  que 
la  première.  Elle  est  en  effet  développable  suivant  les  puissances 
des  ^  et  des  'r\  et  ne  contient  que  des  termes  de  degré  impair  par 
rapport  à  ces  variables. 

Envisageons  maintenant  les  termes  du  second  degré  ;  ils  s'écri- 
vent 


I 


R,+  a(2^VLi)Va(2^^v/L:)' 


ou 

R,=  s;  +  t;  ^- S'; -4- T'; . 

On  voit  que  les  quatre  expressions 

s;,   t;, 

peuvent  jouer  le  rôle  de  S'^,  T'.,,  S\^  T'^,  car  les  deux  premières  ne 
dépendent  que  des  variables  excentriques,  les  deux  dernières  dé- 
pendent seulement  des  variables  obliques  ;  d'autre  part,  la  pre- 
mière et  la  troisième  dépendent  seulement  des  ^,  la  deuxième  et  la 
quatrième  seulement  des  r,  ;  enfin  la  première  et  la  troisième  sont 
formées  avec  les  ^,  comme  la  deuxième  et  la  quatrième  avec  les  'r\. 
La  fonction 
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satisfait  d'ailleurs  aux  mêmes  conditions  de  symétrie  que  la  fonc- 
tion R. 

Les  équations  (i5)  sont  donc  de  la  forme  de  celles  que  nous 
avons  traitées  dans  ce  Chapitre.  Seulement  la  difficulté  signalée 
a  disparu.  Aucun  des  coefficients  que  nous  avons  appelés  y  n'est 
nul. 

Nous  pouvons  donc  appliquer  au  système  (i5)  toutes  les  conclu- 
sions de  ce  Chapitre.  Ce  système  est  d'ordre  4^  (s'il  y  a  /z -j- i 
corps,  c'est-à-dire  n  planètes),  et  les  /\n  variables  \  et  ii  pevivent 
se  développer  suivant  les  puissances  des  i^ii  quantités 

E/,-  cos(y'/,.^  —  'jî/,-))         E/,-  sin(YA-?  —  'ï'a)         (^i  =  ' ,  2,  . .  . ,  2/1), 

où  les  E;^  et  les  to^  sont  &^n  constantes  d'intégration. 

Il  est  clair  que  l'un  au  moins  des  coefficients  r'/^  dépendra  de  a, 
puisque  l'un  des  v^  dépend  de  a,  et  que  y'y^.  se  réduit  à  y^  quand 
toutes  les  constantes  E/;  sont  nulles  {cf.  n°  160).  Soit  y'^,^  ce  coef- 
ficient ou  l'un  de  ces  coefficients.  JNous  ne  devons  conserver  que 
les  solutions  qui  sont  communes  aux  deux  systèmes  (i)  et  (i5)  et 
pour  lesquelles  U  =  V  =  o.  Ces  solutions  ne  doivent  pas  dépendre 
de  a;  elles  ne  peuvent  donc  dépendre  de  l'argument 

ce  qui  montre  que,  pour  ces  solutions, 

E2„=:0. 

D'autre  part,  ces  solutions  dépendent  encore  de  l^n  —  2  con- 
stantes arbitraires,  puisque  nous  ne  leur  imposons  que  deux  con- 
ditions U^V  =  o,  et  elles  dépendent  de  111  —  i  arguments 
y'y^J  —  TO/V,  puisque  in  —  i  des  y  ne  sont  pas  nuls  pour  a  =  o.  Donc 
les  autres  constantes 

El,  Ej,  .  .   .  ,  Ej,;-! 

ne  sont  pas  nulles  en  général. 

166.  Reprenons  les  crochets  de  Jacobi  définis  au  n°  16,  c'est- 
à-dire  posons 

/  d^  cW        cW  d^ 
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Les  équations  (i5)  prouvent  que 

dt  '  ^  ^ 

De  plus,  comme  H,  U  et  V  sont  des  intégrales  de  l'équation  (i), 
on  aura 

[H,R]  =  [U,  R]  =  [V,R]==o. 

Il  est  aisé  de  vérifier,  d'avitre  part,  que  l'on  a 

[U,V]=— H,         [U,H]  =  V,         [V,  H]=— U. 

On  conclut  de  là 

[H,  R-4-aU2-4-aV2]  =  o, 

ce  qui  montre  que  H  est  une  intégrale  des  équations  (i5V 
On  a  donc 

H  =  const. 

On  trouve,  d'autre  pai^t, 

d\]  dV 

dt  ^        '  dt  '  ' 

d'où,  en  se  rappelant  que  H  est  une  constante, 

(16)  U  =  Asin(2a[jLHi+ P),         V  =  A  cos(2a  [JiH  « -i- P), 

où  A  et  jii  sont  des  constantes  d'intégration. 

167.  Je  ne  veux  pas  quitter  ce  sujet  sans  avoir  expliqué  la  signi- 
fication géométrique  des  équations  (i5).  Pour  bien  la  faire  com- 
prendre, supposons  que  nos  inconnues  \  et  r^  soient  regardées 
comme  des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  1  et  u^  défi- 
nies par  les  équations  différentielles 

,     ,  d\  f/i\  de,  dK 

dx  dc^  d~  d> 

■(18)         ii=_  j,^lH!ziIl),      ^  ^  ^^ajM-Y2_)^ 

du  dr^  '  du  d\ 

et  la  première  question  qui  se  pose  est  celle  de  savoir  si  ces  deux 
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systèmes  (17)  et  (18)  sont  compatibles.  Nous  trouvons  en  effet 


dx  du 


-^^Ut)    =4f— ]• 


d^i  d  ^(U2+V2)         r^(U2H-V2) 


l'-TT^ T. =  f^ 


dx  du  d-z  dri 


[.JU=^),,]. 


Ces  deux  expressions  sont-elles  identiques?  Oui,  car  les  équa- 
tions (i)  admettant  U-n-  V-  comme  intégrale    on  a 

[R,  U-^-f- V^]  =  o. 
En  différentiant  cette  identité  par  rapport  à  T),  il  vient 

k-"^"^1^h     d;    J-- 

C.     Q.    F.     D. 

Les  deux  systèmes  sont  donc  compatibles;  si  alors  je  fais 

■z  =  t,         u  =  const., 

je  retombe  sur  le  système  (1),  et  si  je  fais 

z  =  t,  u  =  :ct  -h  const., 

je  retombe  sur  le  système  (i5),  de  telle  façon  que,  de  la  solution 
générale  du  système  (17),  (18),  je  déduis  immédiatement  la  solu- 
tion générale  soit  du  système  (i),  soit  du  système  (i5). 

Envisageons  en  particulier  les  équations  (18)  et  supposons  que, 
u  étant  une  variable  indépendante  jouant  le  rôle  du  temps,  les  varia- 
tions des  i  et  des  /]  soient  définies  par  ce  système  (18);  quelle  sera 
la  nature  de  ces  variations? 

Je  considère  la  figure  formée  par  les  /i  -h  1  corps,  ou,  si  l'on 
aime  mieux,  par  le  Soleil  placé  à  l'origine  et  par  les  n  planètes 
fictives  définies  au  Chapitre  II  et  dont  nous  avons  appelé  les  coor- 
données x'-,  et  en  outre  par  les  vecteurs  qui  représentent  en  gran- 
deur et  direction  les  quantités  de  mouvement  de  ces  planètes  fic- 
tives et  dont  nous  avons  appelé  les  composantes  y'- . 

Soit  <ï>  une  fonction  quelconque  ne  dépendant  que  des  distances 
mutuelles  des  n  planètes  fictives  et  de  l'origine  et  en  outre  des 
grandeurs  des  vecteurs  (  J',  j  J>'''>5  JK-i)'   •••'  ^^  ^^^  angles  que  font 


•^32  CHAl>JTRE    IX. 

ces  vecteurs  entre  eux  ou  avec  les  droites  qui  joignent  les  n  pla- 
nètes fictives  et  l'origine.  En  un  mot,  soit  4>  une  fonction  indé- 
pendante du  choix  des  axes  de  coordonnées. 
Je  dis  que  Ton  aura 

(19)  [,i>,u-^+V2]=o, 
car  on  a 

(20)  [*,  H]  =  [*,  U]  =  [*,¥!  =  0. 

Et  en  effet,  pour  établir  que  les  équations  du  problème  des  trois 
corps  admettent  les  intégrales  des  aires,  nous  nous  sommes  sim- 
plement appuyés  sur  ce  fait  que  la  fonction  F  était  indépendante 
du  choix  des  axes.  Donc  le  système 

dx'i  d^  dy'i  c?<i> 

dt         dy'i  dt  dx'i 

admettra  les  intégrales  des  aires,  ce  qui  entraîne  les  égalités  (20) 
et,  par  conséquent,  l'égalité  (19). 

Mais  cette  égalité  signifie  en  même  temps  que  $  est  une  inté- 
grale des  équations  (18). 

Reprenons  alors  la  figure  dont  nous  venons  de  parler  et  qui  est 
formée  de  l'origine,  des  planètes  fictives  et  des  vecteurs 

{fuyi^ïz).    •••• 

De  ces  données,  on  peut  déduire  les  orbites  osculatrioes  des  di- 
verses planètes  fictives  et  le  vecteur  des  aires  OA  dont  les  compo- 
santes sont  U,  V,  H,  de  sorte  que  ces  orbites  et  ce  vecteur  peuvent 
être  regardés  comme  faisant  partie  de  la  figure. 

Eh  bien,  si  les  variations  de  cette  figure  étaient  définies  par  les 
équations  (18),  cette  figure  se  déplacerait  à  la  façon  d'un  corps 
solide,  sans  se  déformer,  puisque  toute  fonction  $  indépendante 
du  choix  des  axes  demeurerait  constante. 

L'origine,  d'ailleurs,  dans  ce  mouvement,  demeurerait  fixe,  de 
sorte  que  ce  mouvement  se  réduirait  pendant  un  instant  à  une  ro- 
tation autour  d'un  certain  axe  instantané  01  passant  par  l'origine. 

Pour  trouver  cet  axe,  revenons  des  variables 

h,      l,      l     r, 
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aux  variables  primitives  x\  et  jk]-;  le  système  (i8)  demeurera  cano- 
nique, puisque  le  changemenl  (ie  variables  qui  lient  les  deux  sys- 
tèmes de  variables  est  un  changement  canonique. 

Observons  d'ailleurs  que  le  système  (i8)  devrait  naturellement 
être  complété  par  les  équations 

d^  __     </(U2+VM  d\  _     f/(U^-4-V2) 

du  d\  du  dh 

L'addition  de  ces  équations  ne  nous  gênera  pas,  puisque  U-  -j-  V- 
ne  dépend  pas  des  \;  d'où  il  résulte  :  i°  que  les  L  sont  des  con- 
stantes; 2"  que  nous  n'avons  pas  à  nous  préoccuper  de  calculer  Ih 

,  ,  .    ,    dX 
dérivée  -y-- 
du 

Si  donc  nous  revenons  aux  variables  £c'  et  y',  notre  système 

deviendra 

,      ,  dx'i  d(\J'--h\'-)  dy'i  c^(U2^-y2) 


avec 


du  dy'i  du  '  dx\ 


u=2  (^2.^3— ^sr'î)»     ^'=2  ^^'-iy^—^'^y'-i^ 


i^cf.  Chapitre  II). 
Il  vient  alors 


du  '         ■* 


Si  le  point  x\^  x^^  x'^  est  situé  sur  l'axe  01,  on  doit  avoir 

dx\ 


du 


et,  par  conséquent, 


Donc  l'axe  instantané  01  est  dans  le  plan  des  Xx  x-2. 

D'autre  part,  le  vecteur  des  aires  OA  doit  être  constant  en  gran- 
deur; sa  projection  H  sur  le  plan  des  ^,.^2  est  constante  également 
puisque  H  est  une  intégrale.  Ce  vecteur  fait  donc  un  angle  constant 
avec  l'axe  des  .r.i  et  son  extrémité  A  décrit  un  cercle  ayant  son 
centre  sur  cet  axe. 

La  vitesse  de  ce  point  A  est  donc  perpendiculaire  d'une  part  au 
plan  .ToOA,  d'autre  part  au  plan  lOA.  Ce  qui  prouve  que  ces  deux 
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plans  coïncident  et  que  l'axe  instantané  01  est  la  projection  du 
vecteur  OA  sur  le  plan  des  x^x-^. 

L'angle  lOA  est  constant,  de  sorte  que  l'axe  OI  reste  constam- 
ment sur  un  cône  de  révolution  G  invariablement  lié  à  la  figure 
mobile  et  ayant  pour  axe  le  vecteur  OA. 

Le  mouvement  envisagé  se  réduit  donc  au  roulement  de  ce  cône  C 
sur  le  plan  des  x^  x.^. 

La  signification  du  système  (i5)  est  maintenant  bien  claire.  Soit 
V  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  notre  figure  à  supposer  que 
les  variations  de  cette  figure  soient  définies  par  le  système  (i);  soit 
c'  cette  même  vitesse  à  supposer  que  ces  variations  soient  définies 
par  le  système  (18)  et  que  u  représente  le  temps;  soit  enfin  t'" 
cette  même  vitesse  à  supposer  que  ces  variations  soient  définies 
parle  système  (i3).  Alors  la  vitesse  v"  sera  la  somme  géométrique 
de  V  et  de  at^'. 

Ou,  si  l'on  préfère,  nous  pourrons  supposer  que  +  a t'' repré- 
sente la  vitesse  d'un  système  d'axes  mobiles,  invariablement  lié 
au  cône  mobile  G,  et  que  v  représente  la  vitesse  relative  d'un 
point  de  notre  figure  par  rapport  à  ces  axes  mobiles,  en  admettant 
que  ce  mouvement  relatif  se  fasse  conformément  à  la  loi  de 
Newton,  c'est-à-dire  aux  équations  (i);  alors  v"  sera  la  vitesse 
absolue. 

Nous  pouvons,  au  contraire,  regarder  les  axes  fixes  comme 
mobiles  et  inversement;  dans  ce  cas,  notre  système  (i)  représente 
le  mouvement  absolu  de  nos  n  +  i  corps  obéissant  aux  lois  de 
Newton,  et  le  système  (i5)  représente  le  mouvement  relatif  de  ces 
mêmes  corps  par  rapport  à  un  observateur  invariablement  lié  à  un 
plan  qui  roule  sur  un  cône  de  révolution  fixe  G. 

Telle  est  la  signification  géométrique  cherchée. 

168.  Introduisons  les  trois  angles  d'Euler  (c/.  Appell,  Méca- 
nique rationnelle,  t.  II,  2*^  édition,  p.  142)  qui  définissent  la  po- 
sition des  trois  axes  de  coordonnées  mobiles  invariablement  liés  au 
cône  C,  par  rapport  aux  trois  axes  de  coordonnées  fixes.  Le  troi- 
sième axe  de  coordonnées  mobiles  est  précisément  la  droite  OA. 

On  voit  que  si  nous  faisons  varier  w,  t  restant  constant, 
l'angle  B  reste  constant,  les  angles  cp  et  d»  varient  proportionnelle- 
ment 'AU. 
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Les  coordonnées  par  rapport  aux  axes  fixes  seront  des  fonctions 
des  coordonnées  par  rapport  aux  axes  mobiles  et  des  trois  angles 
d'Euler.  Considérées  comme  fonction  de  ces  angles,  elles  seront 
développables  suivant  les  puissances  de 

,         ,  .0     COS    "L    —  CD  0     COS    <ll  -i-  o 

(22)  Sin  -      .        -î ^-  ,  COS-      .       -' '-• 

2   sin         2  2   sin         2 

J'ajouterai  qu'elles  seront  des  polynômes  homogènes  et  du  second 
degré  par  rapport  à  ces  quatre  quantités. 

De  même,  revenons  à  nos  inconnues  ^  et  r^.  Si  nous  rapportons 
le  système  à  nos  axes  mobiles  (je  veux  dire  variables  avec  u,  mais 
invariables  pour  u  constant),  elles  satisferont  aux  équations  (i); 
si,  au  contraire,  nous  rapportons  le  système  aux  axes  fixes  et  que 
nous  fassions  varier  à  la  fois  u  et  t  de  telle  façon  que  i  =  ty 
a  =^  at  -ir  const.,  les  inconnues  satisferont  aux  équations  (i5). 

Soient  ç  et  '/]  les  valeurs  de  ces  inconnues,  le  système  étant  rap- 
porté aux  axes  fixes;  soient  l'  et  r/  leurs  valeurs,  le  système  étant 
rapporté  aux  axes  mobiles. 

Alors  les  ç  et  les  vi  seront  des  fonctions  des  ^'  et  '/]'  et  des  quan- 
tités (22);  ce  sont  des  polynômes  homogènes,  d'une  part  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  q'  et  r/,  d'autre  part  du  second  degré 
par  rapport  aux  quantités  (22). 

Or  les  l'  et  les  r/  représentent  précisément  les  solutions  com- 
munes aux  systèmes  (i)  et  (i5)  que  nous  avons  traitées  au  n"  165. 
Elles  sont  donc  développables  suivant  les  puissances  des  expres- 
sions 


t. :    .     w/^        (/c  —  I,  -2,  . . .  ,1)1  —  i). 
sin 


Posons 


sin-=E2„,  -I ^=wi, ^  =  W2     (1). 

2  2  2 

Comme  cos-  est  développable  suivant  les  puissances  paires  de 


(')  Inutile  de  faire  observer  que  les  quantités  w,  et  w,  introduites  dans  ce  nu- 
méro n'ont  aucun  rapport  avec  celles  que  nous  avons  désignées  plus  liaut  par 
les  mêmes  lettres.  Dans  les  Chapitres  suivants,  nous  rendrons  à  ces  lettres  leur 
signification  primitive. 
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sin->  les  l  et  les  'f]  seront  développables  suivant  les  puissances  de 


2 


cos 
sin 


et  pourront  se  mettre  sous  la  forme 


-/>lCûl-t-/?2W2- 


h']. 

I 


Les  coefficients  A,  A'  sont  des  constantes  qui  contiennent 
d'ailleurs  en  facteur 

^1    ^2     •••  ^2/1-1- 

Nous  déterminerons  bientôt  les  constantes  h  et  /i'.  L'entier 
positif  q\  est  au  moins  égal  à  /?,  en  valeur  absolue.  Quant  aux 
entiers />,  et/)o  ils  ne  peuvent  avoir  d'autre  valeur  que  o,  iti,  ±2. 

Reprenons  le  raisonnement  du  n°  161  ;  nous  choisirons  des  solu- 
tions particulières,  telles  que  les  valeurs  initiales  des  t{  soient 
nulles  pour 

W^—   (^2  =  .  .  .  =   n'2«-l  =  O, 

la  symétrie  des  équations  exige  que,  pour  ces  solutions,  les  '^  ne 
changent  pas  et  que  les  r{  changent  de  signe  quand  les  w  changent 
de  signe.  Ces  solutions  sont  bien  celles  que  nous  avons  envisagées; 
car  elles  .satisfont  manifestement  à  la  condition 

E'i  =  E^=...=  E^„_,  =  o. 

Si  donc  nous  changeons  les  signes  des  w  et  des  w,  les  ^'  ne 
changeront  pas,  et  les  'r\  changeront  de  signe;  par  conséquent,  à 
cause  de  la  symétrie  des  relations  qui  lient  les  \  et  les  y),  aux  ^',  r{ 
et  oj,  les  \  ne  changeront  pas  et  les  r\  changeront  de  signe.  Cela 
revient  à  dire  que  h  et  h'  sont  nuls. 

Reprenons  maintenant  le  raisonnement  du  n"  162. 

Je  suppose  que  l'on  fasse  tourner  le  système  d'un  angle  s,  soit 
autour  du  troisième  axe  de  coordonnées  fixes,  soit  autour  du 
troisième  axe  de  coordonnées  mobiles. 

Dans  le  premier  cas 

Wx,        W,_,        ....        Wo,i-i 
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ne  changeront  pas,  <J;  ne  changera  pas,  o  augmentera  de  e.  \  et  ■/] 
devront  se  changer  en 

^  coss -i- -f)  sins,  — ^  sins  +  75  cose. 

D'ailleurs  co,  et  Wo  se  changeront  en 


Cela  veut  dh^e  que  l'on  doit  avoir 


A  ^  A', 
On  aura  donc  l'une  des  trois  solutions 

Faisons  maintenant  tourner  le  système  autour  du  troisième  axe 
mobile;  tous  les  iv  augmenteront  de  s;  mais  si  en  même  temps  je 
fais  toui^ner  les  axes  mobiles  d'un  angle  —  s,  c'est-à-dire  si  je 
change  'L  en  'h  -\-  s,  la  position  du  système  par  rapport  aux  axes 
fixes  ne  changera  pas;  et  les  ç  et  les  r;  ne  changeront  pas. 

Les  i  et  les  ■/]  ne  changeront  donc  pas  si  je  change  w  en  w  -\-  s, 

cO|  en  cO|  -'r  f?  «2  en  Wo  -f-  -•  Cela  entraîne  la  consécjuence 


y  A-  +  P^^P'-  ^ 


Introduisons  maintenant  des  arguments  auxiliaires 

w'^=  (Vf —  aoj,  (i  =  I,  2,  .  .  .,  m  —  I), 

MP-ort  =  wi  —  ojg  ; 

on  aura,  en  vertu  de  la  valeur  de  2.  ^"^  trouvée  plus  haut. 


d'où 


\     /C(>P  -^  piMi-i-  PîMi  =  2^  kiW'i-\-piw',,i, 

Y]  =  y  AEf  ;,  sin  (  y  kl  »>i  -H  /j,  tr^  „ 


17 
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On   voit   que    les    ^   et  les   v)    sont   développables    suivant   les 
puissances  de 


^   cos     ,  cos      , 

SI  11  sm 

On  voit  aussi  que  la  somme  des  coefficients  entiers 

est  égale  à  +  i ,  ce  qui  est  conforme  au  résultat  obtenu  au  n"  162. 
Ces  arguments  «-'varient  proportionnellement  au  temps  t,  mais, 
si  on  les  regarde  comme  des  fonctions  linéaires  des  deux  variables 
indépendantes  t  et  ii  introduites  plus  haut,  on  voit  que 

H-'l,        iv',,        ...,        ^2,;-!, 

dépendent  à  la  fois  de  t  et  de  u  (puisque  les  (v^  dépendent  de  t 
et  ojo  de  u)  mais  que  leurs  différences  ne  dépendent  que  de  t. 
Quant  à  (ï'1„,  il  ne  dépend  que  de  u.  Si  l'on  fait  Eo«=o,  les 
termes  qui  contiennent  «'^'^  disparaissent  et  il  ne  reste  que  les 
termes  pour  lesquels  y;,  ^  ^,  =  o. 

En  même  temps  -j^  s'annule  et  Wo  se  réduit  à  une  constante,  de 

sorte  que  nos  expressions  ne  dépendent  plus  de  a  et  satisfont  à  la 
fois  aux  équations  (i)  et  aux  équations  (i5). 

Ainsi  se  trouve  élucidée  complètement  la  signification  géomé- 
trique des  équations  (lo),  ainsi  que  leurs  relations  avec  les  équa- 
tions (i). 

169.  Les  considérations  précédentes  pourraient  être  considé- 
rablement simplifiées  en  modifiant  l'artifice  emj)lojé.  Remplaçons 
le  système  (i5)  par  le  système 

,,,.,  d^i  r/(R  +  aH)  f/-r„-  ^(R  +  aH) 

(l5    bis)  —-=—    u ,  — r-      =    [J.  J- 

^  ^  dt  '  dT]i  dt         '  d\i 

et  les  systèmes  (17)  et  (18)  par  les  systèmes 

d\  f/R  dr^  <^R 

d\  d\\  d-r^  d\l 

^'^^")  ^.  =-'"^'  -da  =  ^-dl- 
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On  verrait  comme  plus  haut  que  les  deux  systèmes  (17  bis) 
et  (18  bis)  sont  compatibles  et  que  l'on  peut  déduire  la  solution 
des  équations  (i5  bis)  de  celle  des  équations  (l'y  bis)  et  (18  bis)  en 
y  faisant 

T  =  ^,  U  =^   'Xi  -\-  COllSt. 

On  verrait  également  que  la  fonction  R  +  aH  est  tout  à  fait  de 
même  forme  que  la  fonction  R,  et  par  conséquent  que  les  équa- 
tions (i5  bis)  sont  tout  à  fait  de  même  forme  que  les  équations  (i) 
avec  cette  dilï'érence  qu'aucun  des  y  n'étant  nul,  la  difficulté 
signalée  plus  haut  ne  se  présente  pas. 

Quelle  est  maintenant  la  signification  géométrique  des  équa- 
tions (i5  bis)  et  d'abord  celle  des  équations  (18  bis).  Celles-ci 
s'intègrent  immédiatement,  car  elles  s'écrivent 

d'c  dfx 

Elles  nous  apprennent  que,  quand  la  variable  u  varie  propor- 
tionnellement au  temps,  tandis  que  1  reste  constant,  tout  le  système 
tourne  autour  de  l'axe  des  x-^  d'un  mouvement  de  rotation  uni- 
forme, à  la  façon  d'un  corps  solide. 

Les  équations  (i5  bis)  représentent  donc  le  mouvement  de  nos 
Il  H-  I  corps  rapportés  non  à  des  axes  fixes,  mais  à  des  axes  mobiles 
tournant  uniformément  autour  de  l'axe  des  x->,. 

L'une  des  propriétés  des  équations  (i5)  ne  se  retrouve  plus  ici, 
car  les  équations  (i)  et  (i5  bis)  n'ont  aucune  solution  commune. 
Mais  il  est  aisé  de  déduire  la  solution  générale  des  équations  (i)  de 
celle  des  équations  (i5  bis).  Soit  en  etfet 

^ '-^^ ^     ^  "" 2  ^ ^^ a2  ''*' "'7 '    ''^  "" 2  "^  ^'" ( 2  '^' ^^') ' 

la  solution  générale  des  équations  (i5  bis).  En  vertu  du  n°  162, 
on  a 

""/o:=i. 


On  doit  d'ailleurs  faire 
Comment  les  y'  et  les  B  dépendent-ils  de  a? 
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Si  je  change  a  en  aH-  [B,  la  vitesse  angulaire  de  rotation  des  axes 
mobiles  augmente  de  Bpi,  de  sorte  que  ^  et  y]  se  changent  en 

^  cos  <^ixt  -+-  Y)  sin  i^iJ.t,         —  ^  sinjiia.^  +  i]  cos  ^[J-f, 

ce  qui  montre  que  (V/  doit  se  changer  en  Wi —  [i^j-t.  Donc,  quand  a 
se  change  en  a  +  [3,  les  y'  se  changent  en  y'+  [By.  et  les  B  ne 
changent  pas.  Donc  les  B  sont  indépendants  de  a  et  les  y'  sont  des 
fonctions  linéaires  de  a;  de  plus  leurs  différences  sont  indépen- 
dantes de  a. 

Pour  avoir  la  solution  des  écjuations  (i),  il  suffît  de  faire  a=  o; 
nous  savons  que  pour  a  =  o,  l'un  des  y',  à  savoir  y^^,  s'annule. 
Donc,  pour  a  =  o,  le  coefficient  j'-  se  change  en  y^- —  y,!,^^. 

Donc,  pour  trouver  la  solution  des  équations  (i),  il  suffit  dans 
les  formules  (aS)  de  faire 

Il  ne  sera  pas  nécessaire  d'ailleurs  de  former  effectivement  les 
équations  (i5),  ou  (i5  bis);  on  pourra  partir  des  équations  (i)  et 
le  calcul  se  poursuivra  sans  qu'on  rencontre  aucune  difficulté.  Si 
j'ai  introduit  les  équations  auxiliaires  (i5)  ou  (i5  bis),  c'est  pour 
démontrer  cjue  ces  difficultés  ne  se  présenteront  pas.  C'est  un 
artifice  de  démonstration,  ce  n'est  pas  un  artifice  de  calcul. 

170.  Généralisation.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  la  fonction  R 
était  supposée  d'une  forme  particulière  : 

1°  Elle  ne  changeait  pas  quand  on  changeait  les  signes  de  tous 
les  '/],  ou  encore  quand  on  changeait  les  signes  de  toutes  les 
variables  obliques.  Si  l'on  renonce  à  cette  condition,  tous  les 
résultats  subsisteront,  sauf  ceux  des  n"^  166  et  163; 

2"  Elle  ne  changeait  pas  quand  on  changeait  ^  et  t]  en 

^coss  —  r,  sins,  ^  sins -t- r,  cose. 

Si  l'on  renonce  à  cette  condition,  tous  les  résultats  subsistenl 
encore,  sauf  ceux  du  n"  162; 

3°  Elle  ne  contenait  que  des  termes  de  degré  pair  par  rapport 
aux  i  et  aux  r^.  Si  elle  contient  des  termes  de  degré  3,  5,  -y,  .  . ., 
mais  pas  de  terme  de  degré  i,  tous  les  résultats  subsisteront,  sauf 
ceux  du  n°  159. 
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Les  i  et  les  /]  seront  encore  développables  suivant  les  puissances 
des  quantités 

,,     CCS 

sin 

mais  les  développements  contiendront  non  seulement  des  termes 
de  degré  impair,  mais  encore  des  termes  de  degré  pair. 
4°  Enfin,  la  fonction  Ri   était  d'une  forme  particulière. 

Qu'arinve-t-il  lorsqu'on  renonce  à  cette  dernière  condition?  Soit 
alors  Ro  un  polynôme  quelconque  homogène  et  du  second  degré 
par  rapport  aux  4n  variables  i  et  y^  et  soient  les  écjuations  cano- 
niques 

dii  dl\,  dr,,  d\\, 

^    ^'  dt  '    drii  dt         '    d\i 

Ces  équations  sont  linéaires  et  à  coefficients  conslants. 
Elles  admettront  donc  l\n  solutions  de  la  forme 

(25)  ^^=a^>-^^     ïl}=?fe>-^^ 

et  il  reste  à  déterminer  les  constantes  aj ,  [j^,  À^;  nous  trouvons 

'^•^'=-^^'         -'^■^'  =  ^^- 

Je  suppose,  bien  entendu,  en  écrivant  ces  équations,  que  dans  Ro 
les  variables  \i  et  T^i  ont  été  remplacées  par  af  et  p^^.. 

Entre  ces  l\n  équations  (qui  sont  linéaires  et  homogènes  par 
rappot^t  aux  a  et  aux  [3)  j'élimine  les  [\n  quantités  a  et  (S.  J'obtiens 
ainsi  une  équation  algébrique  de  degré  ^n  en  X/f  dont  les  racines 
seront  deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire. 

Soient 

■(26)  r^^ '^u.c^-vt^         -rl'i^liuent, 

une  autre  solution  des  équations  (24)7  correspondant  à  une  autre 
racine  \^.k  de  l'éc|uation  en  \k- 

A  l'aide  des  deux  solutions  (20)  et  (26)  formons  l'expression 

(27)  .    '^iXi-'u—-<iX'i)- 
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Cette  expression  est  une  constante,  car  sa  dérivée  s'écrit 

V  Z'?'  £'''-  —  '  fi?^-  \  _  V  (^"  ^?'  —  -  "  ^i 

ZàV    dt        ''   dt  I      ZuV'    cïï       ^    dt 


ou 


„VR,       _,f/R-2\  x^/,„r/R2    ,      „f/R2 


r/f  '    ch('  1        '    ^y     dX  dq    ; 

el  cette  dernière  expression  est  nulle  en  vertu  des  théorèmes  bien 
connus  sur  les  formes  quadratiques. 

D'autre  part,  cette  expression  (27)  est  égale  à  une  constante 
multipliée  par 

Il  faut  donc  ou  bien  qu'elle  soit  nulle,  ou  que  [x^H-  ')^h^  o.  Mais, 
si  l'expression  (27)  était  nulle  quelle  que  soit  la  racine  ]kk  choisie, 
elle  serait  nulle  quand  on  remplacerait  ^'^',  v)'^-  par  la  solution  géné- 
rale des  équations  (24)?  puisque  celte  solution  générale  est  ime 
combinaison  linéaire  d'expression  de  la  forme  (26).  On  aurait  donc 
entre  les  ç  et  Tj  une  relation  linéaire  et  ces  variables  ne  seraient 
plus  indépendantes. 

Donc,  si  nous  nous  donnons  À/;,  nous  aurons  une  racine  p.^  telle 
C|ue  [J-;,  +  A/!f=  o,  c'est-à-dire  cjue  les  racines  de  notre  éc|uation  sont 
deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire.  c.   q.   f.    n. 

Prenons  donc  [J.a= — >^/i-  L'expression  (27)  sera  une  constante 
clifFérente  de  zéro  et  nous  pourrons,  sans  restreindre  la  généralité, 
supposer  c[ue  cette  constante  est  égale  à  i  ;  posons 


Nous  avons  /\n  racines  àa,  nous  ne  donnerons  toutefois  à 
l'indice  k  cjue  in  valeurs,  parce  que  chaque  couple  de  racines  \k 
et  —  \h  ne  doit  être  pris  qu'une  fois. 

Formons  l'expression 

^{\ld-r^i-r,id\i). 
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Si  j'observe  que  d'après  les  propriétés  de  l'équation  (s'y)  on  a 


je  vois  qu'il  vient 

'^{b  chi--ni  dli)  =  \/^^^(^/.-  dY,-Y/,  dX/,), 
ce  qui  montre  que 


^^,dr,^i^X 


dY 


est  une  différentielle  exacte. 

Nos  équations  (24),  conservant  leur  forme  canonique,  devien- 
dront 

,    ,  ,  .  ,  dX;,       .    dRo  dYk  .    dR, 

^  ^        /  dt  '   c/Y/,  dt  '    dXi, 

Or  ces  équations  doivent  admettre  pour  solution 

X/,  =  e'^^kt^  Y/,  =  e-^^^         Xj  =  Yy  =  o         (y  $  /c  ) . 

Il  faut  donc  que  l'on  ait 

.    dR^       -    -,  .    dRi  -,    ^ 

i  [J-  -jTF^  =  A/,  X/,,  —  i  \±  -TTT-  =  —  A/,  ï  /, , 

d'où 

Soit  maintenant 

[Je  ne  donne  plus  ici  aux  lettres  i'  et  r{  la  même  signification  que 
dans  les  équations  (20)]. 
On  voit  que 

•iXk  dY/^  ^-  2 i^'^.  dr^'f. 

est  une  différentielle  exacte  et  qu'il  en  est  de  même  par  conséquent 
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de 
et  de 

^  f/r,  —  y  ^'  f/r/. 


Les  équations  (24)  deviennent  dès  lors 

cFç'  _         r/R,  df]'  _     dR, 

~dt  ~~'''  7/7^'         'dt   ~^''~d^' 

et  l'on  a  d'ailleurs 

La  fonction  Ro  exprimée  à  l'aide  des  nouvelles  variables  est  donc 
ramenée  à  la  même  forme  c[ue  par  le  changement  de  variables  du 
n°  loi  ;  de  sorte  que  le  changement  de  variables  que  nous  venons 
de  définir  et  c[ui  est  canonique  et  linéaire,  peut  remplacer  dans  le 
cas  général  celui  du  n"  151. 

Les  quantités  ^jouent  le  rôle  des  y/;. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

R,=  R;,^-R';, 

où  R.',  est  de  la  forme  envisagée  dans  le  Chapitre  VITI  et  dans  le 
commencement  du  Chapitre  IX,  tandis  Cjue  R'.^  est  très  petit.  C'est 
ainsi  que  les  choses  se  passeront  dans  toutes  les  applications  que 
nous  pourrions  avoir  à  faire. 

Considérons  les  valeurs  des  yA  formées  à  l'aide  de  la  fonction  R^  ; 
ces  y^  sont  tous  réels  d'après  le  n"  145  et,  si  R'.',  était  nul,  on  aurait 

Supposons  d'abord  qu'aucun  des  y/^  ne  soit  nul.  Dans  ce  cas  les  \h 
sont  rangées  par  paires;  les  deux  Xa  d'une  même  paire  doivent 
être  imaginaires  conjuguées,  et  en  même  temps  égales  et  de  signe 
contraire.  jNous  savons  en  effet  que  les  Xk  doivent  être  deux  à  deux 
imaginaires  conjuguées;  et  comme  elles  diffèrent  très  peu  des  /y/r, 
ce  sont  les  deux  \k  qui  diffèrent  très  peu  de  +  ^y^  et  de  —  i^k  qui 
sont  conjuguées.  D'autre  part  nous  savons  Cjue  les  \k  sont  deux  à 
deux  égales  et  de  signe  contraire;  et  ce  ne  peut  être  là  aussi  que 
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les  deux  À/,  qui  diffèrent  très  peu  de  +  i^h  et  de  —  /y/f.  Donc  À^ 
et  — \h  sont  imaginaires  conjuguées;  d'où  il  suit  que  les  deux 
solutions  (ao)  et  (26)  sont  imaginaires  conjuguées  et  que  notre 
changement  de  variable  est  réel. 

Ce  raisonnement  ne  serait  pas  applicable  au  cas  où  l'un  des  y 
serait  nul;  parce  que  deux  des  racines  \h  et  — \k  pourraient  être 
réelles  et  très  voisines  de  zéro.  Mais,  dans  toutes  les  applications 
que  l'on  pourrait  avoir  à  faire  au  problème  des  trois  corps,  on 
pourra  toujours  ramener  au  cas  où  aucun  des  y  n'est  nul,  en 
employant  soit  l'artifice  du  n"  165,  soit  celui  du  n"  169. 

171.   On  peut  aussi  se  poser  le  problème  autrement.  Supposons 

que  l'on  ait 

R  =  R'+  [jlR", 

que  R  soit  de  la  forme  envisagée  au  début  de  ce  Chapitre;  que  [j. 
soit  un  paramètre  très  petit;  qvie  R"  soit  quelconque,  assujetti 
seulement  à  être  déveioppable  suivant  les  puissances  des  ^  et  des  y], 
mais  pouvant  contenir  des  termes  de  tous  les  degrés  et  même  de 
degré  un,  et  avec  des  termes  du  second  degré  de  forme  quelconqvie. 
Les  équations  (i)  deviennent 

dl  dVJ  dK'  dn  dW  clK" 

dt  '     d-r^         '       dri  dt         ^     d\  '       d\ 

Nous  allons  faire  le  changement  de  variables  du  n"  loi  puis 
•celui  du  n°  154,  mais  en  posant  en  même  temps  ]x  =  s  ''  p.',  de  sorte 
que  l'on  aura 

^'=£^",  -rj'^er/',  \s.^z*\i!, 

€t  en  écrivant 

R'=R[,  +  R'2-hR',  +  ..., 

•où  R^  représente  l'ensemble  des  termes  de  degré  A-,  nous  poserons 

encore 

R  =  R;  +  e2S,         R^  =  £2S2, 

[JlS  =  [Jt.S2-i-  zP-  U, 

d'où 

£» 

et 

^  _  _     £^  drl'  _     dS 

'dt   ^~^''d^''  dt   ~  '""  d%'  ' 
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Nous  retombons  donc  sur  les  équations  du  n"  loi,  et  je  n'ai 
presque  rien  à  changer  à  ce  qui  en  a  été  dit.  La  seule  différence, 
c'est  que  U,  qui  dans  les  numéros  précédents  ne  contenait  que  des 
termes  de  degré  pair,  en  contiendra  de  tous  les  degrés,  mais  il  n'en 
résulte  aucun  changement. 

Les  ^  et  les  r\  restent  développables  suivant  les  puissances  des 

cos 

i^/.-     .      'VA-, 

Slll 

mais  les  développements,  au  lieu  de  contenir  seulement  des  termes 
de  degré  impair,  contiendront  des  termes  de  degré  pair  et  même  de 
degré  zéro. 

D'ailleurs  il  est  bien  entendu  que  les  conclusions  des  n"'^  161, 
162,  163  ne  subsisteraient  que  si  R"  possédait  les  mêmes  symétries 
cjue  R'. 


CHAPITRE  X. 

CAS  GÉNÉRAL  DU  PROBLÈME  DES  TROIS  CORPS. 


172.  Nous  avons  examiné,  dans  les  Chapitres  V  et  VI,  la  ma- 
nière de  former  des  développements  qui  satisfont  aux  équations 
différentielles  du  mouvement  dans  le  cas  général  du  problème  des 
trois  corps.  Au  Chapitre  VII,  nous  nous  sommes  attachés  à  un  cas 
particulier,  celui  du  problème  restreint  et  nous  avons  montré  com- 
ment, dans  ce  cas,  on  peut  faire  disparaître  les  termes  séculaires 
de  ces  développements. 

Aux  Chapitres  VIII  et  IX,  nous  avons  fait  l'étude  spéciale  des 
perturbations  séculaires,  c'est-à-dire  que  nous  avons  cherché  à 
déterminer,  dans  le  cas  général  du  problème  des  trois  coi^ps,  les 
termes  de  rang  zéro  de  nos  développements.  Nous  avons  vu  que 
ces  termes  dépendent  d'équations  canoniques  qui  sont  de  même 
forme  que  celles  du  Chapitre  VIÏ,  et  qui,  par  conséquent,  condui- 
sent à  des  développements  où  il  est  possible  de  faire  disparaître  les 
termes  séculaires. 

Nous  allons  maintenant  revenir  aux  développements  les  plus 
généraux  du  Chapitre  VI,  et  montrer  qu'on  peut  y  faire  dispa- 
raître les  termes  séculaires  par  des  procédés  analogues  à  ceux  du 
Chapitre  VII. 

Il  s'agit  d'intégrer  les  équations  canoniques 


(\) 


Nous  avons  vu  au  Chapitre  VI  qu'on  peut  y  satisfaire  à  l'aide  de 
développements  de  la  forme  suivante  : 

( -2 )     L,  =  Lo -h  8L,-,       X,  -  <P,-4-  VI  +  oÀ,-,        \i  =  ^?4-  0^,,        r^i  =  r^\  +  l-t\i. 


dL 

~di  " 

d\ 
dJ 

d¥ 
~  dL 

d\  _ 
dl 

^F 
dr^ 

dr^ 

d¥ 

-  d% 
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Les  SL,  oX,  ù^,  Sr,  sont  cléveloppaLles  suivant  les  puissances 
de  [JL,  de  t,  des  S",  des  7)°  et  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des 
multiples  des  w,  c'est-à-dire  qu'ils  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

(  3  )  y  ;jL^  A  Oloo  ''"  cos  f  y  A-  (ï^  -(- 


Les  A"  sont  des  entiers;  A  et  h  ne  dépendent  que  des  constantes 
L"  et  a"  ;  OlLo  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  ^"  et  aux  Ti". 

Les  gL,  oX,  o;,  ot)  s'annulent  pour  [x  =  o  ;  elles  s'annulent  éga- 
lement pour  t=  (P/=o,  de  sorte  que  les  constantes  L|',  À",  q*-,  tiI- ne 
sont  autre  chose  que  les  valeurs  initiales  de  nos  inconnues  L,  X,  ç, 
f\  pour  T  =  (V  =  o. 

Ces  développements  (2),  (3)  satisfont  aux  équations  (i)  quand 
on  y  fait 

quelles  que  soient  les  constantes  c  et  s,-. 

Cherchons  à  appliquer  à  ces  développements  le  procédé  du 
n"  J29.  Nous  sommes  partis  du  théorème  du  n°  16,  qui  est  résumé 
dans  les  formules 

.V  c!f  =  cLl  -t-  y  A/,  d%;,—  F  dt, 
dLl       ^       y^     dF 


dt        '        Ad.     dx 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  rôle  des  x  est  joué  par  les  L  et 
les  i;  celui  des  y  par  les  \  et  les  't\  ;  celui  de  F  par  —  F.  Nos  for- 
mules deviennent  donc 


analogues  aux  formules  (i3)  et  (i4)  du  Chapitre  VIL 

Nous  pourrons  écrire  la  seconde  équation  (4)  sous  la  forme 

analogue  à  l'équation  (i5)  du  Cliapitre  VIL 

Le  second  membre  de  (5)  est  développable  sous  la  forme  (3). 
L'équation  (5)  est  donc   de  même   forme  que  l'équation  (i3)  du 
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Chapitre  VI,  et  l'on  en  conclnt  que  l'une  des  solutions  de  cette 
équation  est  encore  développable  sous  la  forme  (3).  Ce  sera  celle 
que  nous  adopterons;  nous  regarderons  donc  0  comme  dévelop- 
pable sous  la  forme  (3). 

Ainsi  les  quantités  L,  \,  ^,  r, ,  Q  sont  des  fonctions  de  t,  des  iv 
et  des  constantes  d'intégration  L)',  à",  ç",  t]";  mais  nous  regarde- 
rons les  ^vj*  comme  des  constantes  données  une  fois  pour  toutes^ 
de  sorte  que  nos  inconnues  seront  seulement  fonctions  de 

Nous  pourrons  donc  écrire 

(6)     ' 

(    =uck^y^  w,  chv,- + 2  G/  dL^ + 2  ^'  '^^^ + 2  ^'  '^'"^  ^  • 

Dans  cette  formule  (6),  les  coefficients  différentiels  H,  W^,  Ci, 
X/,  Yj  sont  développables  suivant  les  puissances  de  t  et  suivant  les 
sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  w  et  il  en  est  de  même  des 
C°  si  l'on  pose 

-^^         dLi 
Je  puis  écrire  d'ailleurs  plus  simplement 

puisque 

M,- 


[L^y 


est  fonction  de  L"  seulement. 
Faisons  maintenant 

Z  =   t,  iVi-+-  llit  -\-  Zi, 

d'où 

d-z  =  dt,         dwi^  iii  dt  -f-  dzi-{-  t  diii. 

On  trouvera 

(7)  I       ^(u-^^y^iiiÀdt 

^a^  jéssi  .^ifn  ^aad 
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en.  remarquant  que  G"  se  réduit  à 

ce  qui  donne 

C,^  clL]  =  Cl  f/L°  ^  tWi  dm. 

Nos  constantes  d'intégration  qui  jouent  le  rôle  des  aA  de  la  for- 
mule (4)  sont  ici  les  L^",  les  e^-,  les  i",  les  'r\-.  Donc  les  W/,  les  Q', 
les  Xi,  les  Y^  qui  jouent  le  rôle  des  Aa  de  la  formule  (4)  seront 
des  constantes  indépendantes  du  temps  et  dépendront  seulement 
des  constantes  d'intégration. 


De  plus 


H  +  V  w,«,=  F 


sera  aussi  indépendant  du  temps  en  vertu  de  l'équation  des  forces 
vives. 

Or  les  W/  sont  développables  suivant  les  puissances  de  u.  et 
de  X  et  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  des  (v;  et  l'on 
peut  leur  appliquer  le  lemme  du  n"  107  et  le  raisonnement  du 
n°  129. 

Pour 

on  a 

où  /"o,  d'après  ce  qui  précède,  est  une  constante  indépendante  du 
temps  et  ne  peut  dépendre  que  des  constantes  d'intégration 


L?, 


?/'   'i; 


Mais  ici  les  constantes  e/  sont  nulles,  puisque  nous  faisons 
Donc  ff,  ne  dépendra  que  des 

T   0  ÏO  -,  0 

En  vertu  du  lemme  du  n"  107,  la  relation 

qui  a  lieu  pour  t  =  i,  vçk=^  '^kt,  aura  lieu  identiquement  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  t  et  des  w. 

Donc  Wt  ne  peut  dépendre  que  des  L^^,  ç^"  et  TiJ- . 
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11  en  est  de  mêine  pour  la  même  raison  des 

r*?     \-     Y- 

et  aussi  de  F  (et  par  conséquent  de  H). 
P».eprenons  l'identité  (6)  et  faisons-y 

X  =.  Wi  =  G, 

et,  par  conséquent, 

ch.  =  dwi  =  o. 

Les  )v/,  les  \i  et  les  -r\i  se  réduiront  respectivement  à  \\^  \\  et  r,", 
puisque  ces  constantes  sont,  par  définition,  les  valeurs  initiales 
des  À,  ç  et  Tj  pour  t  ^  a^  =  o.  On  aura  donc 

cl\  =  G, 

puisque  les  \\  sont  considérés  comme  des  constantes  données  une 

fois  pour  toutes  et 

d-fii=d-i]1. 

On  aura  d'ailleurs  (puisque  t  est  nul) 

et,  si  Qo  représente  la  valeur  de  ù  pour  t^  cp  =  o,  notre  formule  (6) 
deviendra 

Si  nous  faisons  simplement  t  =  o,  en  conservant  aux  w  des  va- 
leurs quelconques,  G;  est  encore  éga:l-à  C^  et  la  formule  (6) 
devient 

(  Vl^x ^yidT,  —  dii 

(9)  < 

Il  importe  de  remarquer  que  les  quantités  C^%  X;,  Y,  ne  dépen- 
dant pas  des  w  ont  mêmes  valeurs  dans  la  formule  (8)  et  dans  la 
formule  (9).  Si  donc  je  retranche  ces  deux  fonnules  l'une  de 
l'autre,  je  trouve,  en  faisant  passer  certains  termes  d'un  membre 
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dans  l'autre, 

^BB  affrnn  ^b^b  ■^'™™ 

Cette  formule  suppose  que  l'on  a  fait 

T  =  o. 

Prenons  donc  nos  développements  (2)  et  (3)  et  faisons-j 

T  =  o; 

ils  définissent  les  L,  X,  ç,  '/\  en  fonctions  des  w  et  des  constantes 


Les  a"  sont  en  eft'et  regardées  comme  des  constantes  donnée* 
une  fois  pour  toutes. 

D'ailleurs  les  W  sont  des  fonctions  des  L^,  l^,  r,*?;  donc,  inver- 
sement, les  L"  sont  des  fonctions  des  W,  ç",  r,",  de  sorte  que  fina- 
lement les  inconnues 

sont  fonctions  des 

W,,      «V,      'ç%     ri«, 

et  que  ces  fonctions  sont  données  par  les  développements  (2),  (3) 
(où  l'on  a  fait  t  =  o). 

Ces  développements  (2),  (3)  (avec  t  =  o)  définissent  donc  un 
changement  de  variables  et  la  formule  (10)  nous  apprend  que  ce 
changement  de  variables  est  canonique. 

Les  écjuations  (i)  conserveront  donc  la  foi'me  canonique  et  de- 
viendront 

(  ^Yl  -  _  ^  ^3°  _        dF 

\     dt               dwi^  dt              d-n') 
(II) 

]   dn^    _       jiF_  dr^l  _        dF_ 

\     dt     "       dWi  '  dt  ~       d'q^}  ' 

Nous  voyons  tout  de  suite  c[ue  F  dépend  seulement  des  L",  ^", 
ri",  c'est-à-dire  des  W/,  i",  vi".  Donc  la  dérivée  de  F  par  ra])porl 
à  iVi  est  nulle  et  W^  est  une  constante. 

On  démontrerait,  comme  au  n"  130,  cpie  les  lemmes  du  n"  107 
sont  applicables. 
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173.   Il  faut  voir  maintenant  quelle  est  la  forme  de  la  fonction  F. 
Les  développements  (2),  (3)  nous  apprennent  c{ue 

sont  développables  suivant  les  puissances  de  t,  [a,  ^'^,  y]^^  les  coef- 
ficients du  développement  dépendant  d'ailleurs  des  L^  et  des  w. 
Il  en  est  évidemment  de  même  de  leurs  dérivées  et,  par  consé- 
cjuent,  de 

^Li,    aX,-,     A^,-,     At]/. 

Il  en  est  de  même  de  F  (considérée  comme  fonction  des  L^^,  ^^^, 
y\^-,  ul).  Il  en  est  donc  de  même  de 

c'est-à-dire  de  AQ;  il  en  est  donc  de  même  de  0  et  par  conséquent 
aussi  de 

dl        x^  ,  dq  du 


jLu     dwi       ^^    dwi 


dwi 


On  voit  donc  cj[ue  W/,  c[ui  ne  dépend  pas  de  t  ni  des  (P,  sera 
développable  suivant  les  puissances  des  ^",  r^l  et  de  [x,  les  coeffi- 
cients du  développement  dépendant  d'ailleurs  des  L|?. 

Si  nous  faisons  [jl  ^  o,  on  a 


dwi 


U-- 

0             d\i 
dwi 

=  1, 

(A-^0, 

^F 

'r\i=  -ru, 
dF 

dit] 

dwi 

=■  0 

F  =  Fo, 

<^S=°' 

dU="- 

d'où 


d'où  enfin 


AQ  =  V  m L?  —  Fo  =  const. 


dQ, 
dwi 


Ainsi  le  premier  terme  du  développement  de  W^  suivant  les  puis- 
P.  -  I.  18 
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sances  de  ^  se  réduit  à  h^-.  Soit,  pour  [j.  quelconque 

SW;  sera  développable  suivant  les  puissances  de  [j.,  des  ^^  et  y]^; 
les  coefficients  du  développement  seront  des  fonctions  des  L^,  ho- 
lomoi^phes  dans  Le  domaine  envisagé. 

Si  donc  j'ai 

d'où 

la  fonction  f  sera  développable  non  seulement  suivant  les  puis- 
sances des  [j.,  ^^,  y)^,  mais  suivant  celles  des  différences  L^  —  Wa, 
les  coefficients  du  développement  dépendant  seulement  des  W. 
Alors  notre  équation  peut  s'écrire 

(12)  L?  -  W,+/(ia,  ^?,  'fil,  W/,+  U- W,.)  =  o, 

et  le  premier  membre  est  développable  suivant  les  puissances  des 

r-î      S/i)      l/i'      ^/v         ''''• 

Quand  on  y  fait 

le  premier  membre  se  réduit  à  L|-  —  Wj  et  sa  dérivée  partielle  par 
rapport  à  cette  différence  sera  i . 

Donc,  en  vertu  du  théorème  de  Cauclij  sur  les  fonctions  impli- 
cites, ou,  comme  aurait  ditLaplace,  du  théorème  sur  le  retour  des 
suites,  de  l'équation  (12),  on  pourra  tirer 

et,  par  conséquent,  L^'*  en  série  procédant  suivant  les  puissances 
des  UL,  i^^,  y)",  les  coefficients  du  développement  dépendant 
d'ailleurs  des  W/. 

Si,  dans  F,  nous  substituons  ces  séries  à  la  place  des  L°,  nous 
verrons  que  F  est  développable  suivant  les  puissances  de  [j.,  des 
ç  •  et  des  Y)",  les  coefficients  de  développement  dépendant  seulement 
des  W. 

Telle  est  la  forme  de  la  fonction  F. 
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174.  Revenons  aux  équations  (i  i).  Rappelons-nous  que,  en 
vertu  de  ces  équations,  les  W^f  sont  des  constantes,  que  F  ne  dépend 
pas  des  w^  et  envisageons  spécialement  les  équations 

,  ,.  '^l__   dF_  dr^  _   dF 

*- ^ ^  di    ~         d-qf  dt     ~~  d^f 

Comparons-les  aux  équations  (i)  du  Chapitre  IX  : 

di,i  __  dR  d-t]i  dR 

dt  '    d-r\i^  dt  d^i 

L'analogie  est  évidente;  F  joue  le  rôle  de  [ji.R,  \^-  celui  de  i,, 
r\l  celui  de  t)/.  De  plus,  F  ne  dépend  pas  d'autre  variable  que  des 
^"  et  des  7]^?,  puisqu'il  ne  dépend  pas  des  w  et  que  les  W  sont  des 
constantes.  Enfin  F  est  développable  suivant  les  puissances  des 
^^?  et  des  y\^-. 

11  y  a  toutefois  une  différence.  Tandis  que  uiR  ne  contenait  que 
des  termes  de  degré  pair  par  rapport  aux  ^/  et  aux  t]/,  le  dévelop- 
pement de  F  contient  à  la  fois  des  termes  de  degré  pair  et  des 
termes  de  degré  impair. 

Quelle  est  la  conséquence  de  cette  différence?  Au  Chapitre  IX 
nous  avons  supposé  que  le  développement  de  S  commençait  par 
des  termes  du  second  degré,  ce  qui  revenait  à  dire  que  [jlR  ne 
contenait  pas  de  termes  du  premier  degré.  Mais  l'hypothèse  que 
|jlR  ne  contient  pas  de  terme  de  degré  3,  5,  ^,  ...  n'a  joué  aucun 
rôle  dans  nos  démonstrations  depuis  les  n*''*  155,  156,  157,  158. 
C'est  seulement  au  n°  159  que  nous  l'avons  introduite.  C'est  d'ail- 
leurs ce  que  nous  avons  expliqué  au  n°  170. 

Les  résultats  des  n°*  155,  156,  157,  158  seraient  donc  applicables 
à  des  équations  de  la  forme  (i3),  où  F  ne  contiendrait  pas  de  terme 
de  degré  un  par  rapport  aux  inconnues,  mais  pourrait  contenir 
des  termes  de  degré  3,  5,  7,  ....  Avec  de  pareilles  équations,  les 
inconnues  seraient  développables  suivant  les  puissances  d'expres- 
sions de  la  forme 

(14)  E/;  ces  w'j.^         E/,.  sin  w'j,, 

OÙ  les  E;t  seraient  des  constantes  d'intégration  et  les  «4  des  variables 
auxiliaires  ;  pour  satisfaire  aux  équations  du  mouvement,  il  faudrait 
faire 

<■  =  — T/,-^  +  <-' 
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OÙ  les  y'  sont  des  constantes  dépendant  des  E  et  les  tu^.  de  nouvelles 
constantes  d'intégration. 

En  revanche,  les  résultats  du  n°  Jo9  ne  seraient  pas  applicables, 
de  sorte  que  les  développements  contiendraient  non  seulement  des 
termes  de  degré  impair  par  rapport  aux  expressions  (14)5  mais 
aussi  des  termes  de  degré  pair.  Ils  ne  contiendraient  pas  cependant 
de  termes  de  degré  zéro.  On  voit  en  effet  que  les  équations  diffé- 
rentielles sont  satisfaites  quand  toutes  les  inconnues  sont  nulles. 
Les  inconnues  s'annulent  donc  toutes  à  la  fois  quand  les  constantes 
E;;  s'annulent  toutes  à  la  fois. 

Le  cas  où  F  contient  des  termes  de  degré  un  peut-il  être  ramené 
à  celui  où  F  ne  contient  pas  de  termes  de  degré  un?  Rien  n'est 
plus  facile  :  il  suffît  de  poser 

Ç/ —  ?z   -^  ^i)         ^n  —  ^i  ^  Pm 

où  ç'^"  et  i\^  sont  les  inconnues  nouvelles,  a.i  et  [3/  des  constantes. 
Nous  déterminerons  ces  constantes,  de  telle  façon  que 

d^  _  d¥  _ 
quand  on  j  fait 

Alors,  en  effet,  les  dérivées  de  F  s'annulant  avec  le"s  "^^  et  les  r;^*', 
le  développement  de  F  ne  contiendra  pas  de  terme  de  degré  un 
par  rapport  aux  i^"  et  aux  'r\^ . 

Ce  changement  de  variables  ayant  ramené  nos  équations  à  la 
forme  que  nous  avons  traitée,  nos  nouvelles  inconnues  ç^"  et  '({f 
sont  développables  suivant  les  puissances  des  expressions  (i4)5  il 
en  sera  donc  de  même  des  anciennes  inconnues  \\  et  r,^^  qui  n'en 
diffèrent  que  par  des  constantes.  La  seule  différence,  c'est  que  les 
développements  des  \\  et  des  t,"  contiendront  des  termes  de  degré 
zéro,  tandis  que  ceux  des  ^^-^  et  des  r\^  n'en  contiennent  pas. 

175 .  Il  importe,  avant  d'aller  plus  loin,  de  faire  voir  que  les 
constantes  a/  et  ^t  sont  très  petites  de  l'ordre  de  a. 

Pour  cela,  je  commence  par  observer  que  la  valeur  moyenne  de 

W,-  U 

est   divisible    par    p.-.    Je   rappelle    ce   que  j'entends  par  valeur 
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moyenne  d'un  développement  procédant  suivant  les  puissances  de  x 
et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  w.  C'est  l'en- 
semble des  termes  de  ce  développement  qui  sont  indépendants  à  la 
fois  de  T  et  des  w. 

D'^après  cette  définition,   si  U  est  un  pareil  développement,  la 
valeur  moyenne  du  développement 

dwi 

sera  nulle,  puisque  les  termes  indépendants  des  dt'  disparaissent  par 
la  différentiation. 

Je  remarque  ensuite  que 


dii'i         dwi 
d\i  dùlj 

div,-  dwi 


aïk), 


dWi  dWi 

Il  vient  donc 

^      j^    '"■   dwi        ^^  dwi        ^^^  dwi 

■^  ,^j.    doT\k         dû. 
^^   ^  "^  dwi  dwi 

Or  L|,  \\  sont  des  constantes,  de  sorte  que  les  valeurs  moyennes 

de 

0  dl\k        ^Q  dor^k         du 

^k  — 7 '         î/t  — 7 '        ~7 

dwi  dwi        dwi 

sont  nulles  et  que  l'on  a 

val.  moy.(W,-L,)  =  val.  moy.^^  ^^^^  +2  °'S)- 

Comme  ôL,  SA,  o^,  vi\  sont  divisibles  par  [j.,  nous  voyons  que  la 
valeur  moyenne  de  W^- —  L/  est  divisible  par  u.-. 

C.     Q.     F.     D. 

Cela  posé,  cherchons  à  exprimer  F  en  fonction  des  W,  des  \^  et 
des  7,0  et  cela  en  négligeant  pi^.  Nous  avons 

F  =  FoH-;jlFi. 
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Le  premier  terme  Fo  dépend  seulement  des  L^  et,  comme  Wj — L/ 
est  de  l'ordre  de  jj.,  nous  pouvons  écrire 

en  négligeant  u.^  ;  d'ailleurs  comme 

est  de  l'ordre  de   [J.,   nous  pouvons,    toujours   en   négligeant  [j.-^, 
écrire 

et 

Dans  le  dernier  terme  u-Fi,  nous  pouvons  remplacer  les  in- 
connues 

L/,      ^o      ç/,      ^li 

par  leurs  valeurs  approchées 

L'erreur  commise  sera  de  l'ordre  de  u.-. 

Comme  F  estime  constante,  il  est  égal  à  sa  valeur  moyenne. 

Or  Fo(Wj)  est  une  constante;  la  valeur  moyenne  de  L^- — W/ 
est  nulle  en  négligeant  pi-  ;  celle  de  F)  se  réduit  à  R,  partie  sécu- 
laire de  la  fonction  perturbatrice. 

Donc 

(i5)  "      F  =  val.  moy.  F  =  Fo(W/)  + [jlR. 

Dans  B,  il  faut  i^emplacer  L/,  ^i,  ru  par  W/,  "^1 ,  ■r\'^  ;  je  ne  parle 
pas  de  ^i  qui  ne  figure  pas  dans  Pi. 

Or  nous  savons  que  le  développement  de  R  suivant  les  puis- 
sances des  i  et  des  Y|  ne  contient  que  des  termes  de  degré  pair;  si 
donc  on  négligeait  ^-,  il  n'y  aurait  que  des  termes  de  degré  pair 
dans  le  développement  de  F  suivant  les  puissances  des  |"  et  des  t]^. 
Ou  bien  encore,  si  l'on  exprime  F  en  fonction  des  W/,  i",  ri"  et 
si  l'on  développe  suivant  les  puissances  des  ^"  et  desT]",  les  termes 
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de  degré  lUi  et,  en  général,  les  termes  de  degré  impair  seront  divi- 
sibles par  V.-. 

Quelles  seront  alors  les  valeurs  des  constantes  a/  et  [Bj?  Ce  seront 
les  valeurs  qui,  substituées  à  la  place  des  i"  et  des  v^",  satisfont  aux 

équations 

d¥  _  dF  _ 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  divisibles  par  [j.;  en 
effet,  povir  p.  =  o,  F  se  réduit  à  Fo(W/),  c'est-à-dire  à  une  con- 
stante indépendante  des  ^"  et  des  'i\^^.  Si  donc  nous  posons 

F  =  Fo(W,)  +  !^F', 

nous  pourrons  écrire  nos  équations  sous  la  forme 

d¥'  _  d¥^  _ 

nous  aurons  ainsi  fait  disparaître  le  facteur  \k. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  développables  sui- 
vant les  puissances  des  ^^?,  r\l  et  de  \k.  Pour  [jl  i^  o,  F'  se  réduit  à  R, 
et  ne  contient  plus  que  des  termes  de  degré  pair  par  rapport  aux 
^^?  et  aux  r\l;  ses  dérivées  premières  s'annulent  donc  avec  les  ^^^  et 
lesYi^ 

Nos  équations  sont  donc  satisfaites  pour 

;?  -  ^?  =  l^  =  o. 

Nous  tirerons  donc  de  nos  équations  les  ^^-  et  les  rj  en  séries 
procédant  suivant  les  puissances  de  [x,  et  ces  séries  s'annnleront 
avec  [j..  Comme  les  valeurs  des  ^,-  et  'r\l  ainsi  obtenues  ne  sont 
autre  chose  que  les  constantes  a./  et  (3/,  nous  devons  conclure  que 
les  oLi  et  les  (B,  sont  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  [x 
et  contenant  jj.  en  facteur,  c[ue  ces  constantes  sont  par  conséquent 
de  V ordre  de  p.. 

Si  alors,  dans  notre  fonction  F  qui  est  développable  suivant  les 
puissances  de 

nous  faisons 


fo^r.o  +  a,,  n»--^'» 


il  est  clair  qu'après  cette  substitution,  F  sera  développable  suivant 
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les  puissances  de 

176.  Reprenons  maintenant  la  dernière  équation  (i  i)  : 

dwi         d¥ 
~dt    ^  dWi' 

Le  second  membre  dépend  seulement  des 

Ces  quantités  viennent  d'être  déterminées  et  l'on  a  trouvé  que 
les  Wi  sont  des  constantes  et  que  les  i"  et  les  ri^  sont  développables 
suivant  les  puissances  des  exj)ressions 

(  1 4  )  E/c  cos  tV/.,         E/;  sin  w'^,, 

où  les  F^k  sont  des  constantes  d'intégration  et  où  les  w'^  doivent  être 
remplacés  par 

—  Yl-^-^-^l- 
Le  second  membre  est  donc  connu,  de  sorte  cjue  nous  obtien- 
drons Wi  par  une  simple  quadrature. 

Le  second  membre  est  développable  suivant  les  cosinus  et  les 
sinus  des  multiples  des  w'j^.  Soit  n'-  sa  valeur  moyenne  et  posons 

IV i  =   W"i  -h  gi 

avec 

dw'\  _    ,  dgi  _    d¥    _    , 

'dt  ~  '''■'        ~dt  ~  dWi     "''' 


Comme  -tttt-  est  développable  suivant  les  puissances  des  expres- 
sions (i4)  et  de  [Ji,  les  coefficients  du  développement  dépendant 
d'ailleurs  des  constantes  W^,  sa  valeur  moyenne  n'^  sera  une  con- 
stante développable  suivant  les  puissances  de  p.  et  des  E|  [je  dis 
des  E^  parce  que  n-  ne  doit  pas  dépendre  des  w'/^  (cf.  n°  160)]. 

Quant  à  la  différence 

elle  pourra  être  mise  sous  la  forme 
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OÙ  A  et  h  sont  des  constantes  dépendant  seulement  des  W,  des  E 
et  de' a,  et  où  les  k':  sont  des  entiers. 

Il  vient  alors 

w"i  =  n'i  t  -I-  wi, 

les  Gj/  ëtant  de  nouvelles  constantes  d'intégration,  et 


('6)  ^'  =  -51 


I.^' 


ïy 


Rappelons  que  les  y'-  sont  divisibles  par  [jc;  on  pourrait  donc 
craindre  que  les  expressions  des  gi  ne  contiennent  [j.  au  dénomi- 
nateur, si  les  coefficients  A  n'étaient  pas  eux-mêmes  divisibles 
par  [JL. 

Heureusement,  c'est  ce  cjui  arrive;  si  nous  faisons  [jl  =  o,  nous 
aurons,  en  vertu  de  la  formule  (i5), 

Comme  ->~-  est  une  constante,  elle  est  égale  à  sa  valeur  moyenne, 

de  sorte  cju'on  a 

d¥   _    , 

d\\,  ~  "'■ 

et 

d,^f 

—7-  =  o. 
dt 

Si  -~  s'annule  pour  ^  =  o,  c'est  qu'il  est  divisible  par  [jl.  Donc 

tous  les  coefficients  A  sont  divisibles  par  jx.  Dans  l'expression  de  g'i, 
le  facteur  [j.  disparaît  haut  et  bas,  de  sorte  que  cette  expression  est 
développable  suivant  les  puissances  de  [jl. 

177.  Reprenons  maintenant  les  développements  (2),  (3);  nous 
satisferons  aux  équations  (i)  si  nous  y  remplaçons  : 

i**  T  par  zéro; 

2"  Les  ^°  et  les  'f\l  par  leurs  développements  suivant  les  puis- 
sances des  expressions 

/       /N  r-,        ces  ,  ,  /  , 
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développements  qui  résultent  de  l'intégration  des  équations  (i3)  et 
qui  dépendent  d'ailleurs  des  constantes  W/; 

3°  Les  L°  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  W/,  ^°,  Y)";  ces 
valeurs  étant  développables  suivant  les  puissances  des  ^^  et  r\^ 
seront  également  développables  suivant  celles  des  expressions  (i  4)  î 

4°  Les  iVi  par 

Le  terme  général  du  développement  (3)  s'écrit 

V  [Ji«  A  DlLo -'"■  cos  (  V  ki  Wi  +  h 

Je  puis  supposer  m  =  o,  puisque  je  fais  dans  ce  développement 
T==o,  et  que,  par  conséquent,  les  termes  qui  contiennent  un 
facteur  t  disparaissent;  si  je  fais  de  plus  Wi=  w\-\-  gi,  notre  déve- 
loppement deviendra 


(17) 


Le  monôme  OlLo  sera  développable  suivant  les  puissances  des 
expressions  (i4)î  il  en  sera  de  même  de  A,  cosA,  sinh  qui  dé- 
pendent des  L^^  ;  il  en  sera  de  même  des  g'i  ainsi  qu'il  résulte  de 

la   formule  (16);   il    en    sera   donc  de    même    de    cos  (   /^  kjgi), 

sin(^2''*^'o'')j  cosl'^A-igi^  h\  sin(^kigi-h  h).  Ainsi  les 
coefficients  de  notre  formule  (17)  sont  développables  suivant  les 
puissances  des  expressions  (i4)- 

En  raisonnant  comme  au  n"  69,  on  verrait  que  les  développe- 
ments (3)  prennent  la  forme 

(.8)  2  P^'BE^Œt-.  .  .Ef;^'^^  (2  A7«-';  +  2/'''^')' 

les  entiers  q  el p  satisfaisant  aux  conditions 

gi  =  Pi       (mod2),  qi^\pi\. 

Les  coefficients  B  dépendent  d'ailleurs  des  constantes  Wj. 

Pour  satisfaire  aux  équations  (i),  il  faut   dans  les   développe- 


2  I^''  A  OlLo  cos  ("^  /.-/.^-/-f-  AJ  cos  (2  ^i  '-''"i 
[JL*  A  SlLo  sin  f    7   ki  g/  -h  A  j  sin  /  %   kt  w)  \ . 
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ments  (i8)  faire 

w'i  =  —  y'i  t  -H  Ti^'i,  \v\  =  riit  -+-  mi. 

S'il  j  a  /z  H-  I  corps,  soit  n  planètes,  cette  solution  renfermera 
6n  constantes  arbitraires,  à  savoir  :  les  n  constantes  W/,  les  a/? 
constantes  E^-,  les  n  constantes  rn/,  les  2/1  constantes  r^'-.  Je  ne  parle 
pas  des  X°  que  nous  regardons  comme  données  une  fois  pour 
toutes. 

Le  système  (i)  est  d'ailleurs  d'ordre  6n. 

178.  Revenons  aux  équations  (i3)  et  examinons-les  de  plus 
près.  Nous  les  avons  rapprochées  des  équations  (i)  du  Chapitre  IX 
et  nous  avons  vu  au  n"  174  quelles  sont  les  différences;  on  peut 
ramener  au  cas  du  début  du  Chapitre  IX  en  combinant  l'artifice 
du  n°  170  avec  celui  du  n"  174.  Mais  il  est  plus  simple  d'employer 
le  procédé  du  n"  171,  c'est  ce  que  je  vais  expliquer. 

En  nous  reportant  à  la  formule  (i5),  nous  voyons  que  l'on  a 

F  =  Fo(W,-)+[JtR'H-[JL2R", 

où  R'  n'est  autre  chose  que  R  où  l'on  a  substitué  W/,  ç,-  et  v]"  à  la 
place  de  L/,  ç/  et  r^i,  tandis  que  R''  est  développable  suivant  les 
puissances  de  pi,  ç",  yiJ',  et  dépend  en  outre  des  constantes  W/.  Les 
équations  (i3)  deviennent  alors 


(i3  bis) 


Nous  reconnaissons  là  les  équations  du  n°  171,  car  R'  est  formé 
avec  les  '^^  et  y^^^  comme  R  avec  les  ^i  et  y|/. 

Si  toutes  les  planètes  se  mouvaient  dans  un  même  plan,  de  façon 
qu'on  n'eût  pas  à  tenir  compte  des  inclinaisons,  aucun  de  nos  y  ne 
serait  nul,  de  sorte  qu'il  n'y  aurait  aucune  difficulté. 

Dans  le  cas  où  l'on  doit  tenir  compte  des  inclinaisons  et  où  l'un 
des  y  est  nul,  on  tourne  la  difficulté  par  l'un  des  deux  artifices 
exposés  à  la  fin  du  Chapitre  IX,  par  exemple  par  celui  du  n°  169. 
On  se  rappelle  qu'il  consiste  à  rapporter  le  système  non  à  des  axes 
fixes,  mais  à  des  axes  mobiles  tournant  uniformément  autour  de 
l'axe  des  x-^. 


dt 

dR'          ,  dR" 

dt 

dR'          ,  ^R" 
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Soient  alors  L',  V,  p',  a>'  les  éléments  canoniques  osculateurs 
rapportées  aux  axes  fixes;  L,  X,  p,  oj  les  mêmes  éléments  rap- 
portés aux  axes  mobiles  ;  on  aura 

L  =  L',  p  =  p',         X  =  X'-l-  '^[J-t,         w  =  a>' —  a[j.ï, 

a  étant  une  constante  dépendant  de  la  vitesse  de  rotation  attribuée 
aux  axes  mobiles. 

On  aura  les  équations  canoniques 


(19) 


dlJ 

dt  ~ 

d¥ 
dk'" 

dp' 
dt    ~ 

dF 
diu' 

d\' 

dF 

doi' 

dF 

dt  ~ 

dV  ' 

dt    ~ 

dp" 

d'où  il  est  aisé  de  déduire  les  suivantes 


(20) 


ou 


dL 

Ut   ~~ 

cTK 

dp 
dt   ~ 

diF  -+-  a[jLH) 
doi 

dX 

dt   ~ 

d{F  -^a\x\\) 
dh 

dio 

Ut   ~ 

d{F  +  aiJ.n) 
do 

H=2^-2 


est  le  premier  membre  de  l'une  des  équations  des  aires. 
J'ajoute  que  quand  j'aurai  remplacé  L',  p',  a',  oj'  par 

L,     p,     À  —  ^;J-^,     co -h  a;jL^, 

les  fonctions  F  et  F  +  au. H  dépendront  seulement  de  L,  p,  X,  w  et 
pas  du  temps  t\  cela  tient  à  la  symétrie  particulière  de  la  fonc- 
tion F  (c/.  n°  169). 

Si  nous  revenons  aux  variables  \  et  yj,  les  équations  (20)  conser- 
veront leur  forme  canonique  et  deviendront 

[  dh  _       c/(F  +  a;jLH)  d^  d(F  ^  oj^xU) 

\    dt  dk  '  dt  dq 

(21) 

^     ^  I  dl  _       f/(FH-g[JLH)  ^  _       d(F  +  oiiJ.H) 

[  dt  dh  dt  d^ 

Nous  opérerons  sur  les  équations  (21)  comme  nous  avons  opéré 
sur  les  équations  (i).  Remplaçons  donc  dans  F  et  dans  H  les  va- 
riables en  fonctions  des  W/,  ^",  y]^,  wi;  comme  H  est  une  constante, 
en  vertu  des  intégrales  des  aires,  H  ne  dépendra  pas  des  wi,  et  je 
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pourrai  écrire 

H  =  H'H-.uH", 
où 


H'=Vw,— i2[(^")'  +  (^")M, 


el  où  H"  est  développable  suivant  les  puissances  des  jj.,  ç|-,  v]"  et 
dépend  en  outre  des  constantes  W^-.  Les  équations  (i3)  deviennent 
alors 


(r3  ter) 


dt  -    •"     :^^        ^      rfvi? 

dri^'i  d(  R'  +  a  H' )  ,  di  R"  +  a  H" ) 


Ces  équations  sont  de  la  forme  de  celles  du  n"  171,  et  les  pro- 
cédés du  Chapitre  IX  peuvent  leur  être  appliqués  sans  aucune  dif- 
ficulté. 

179.  Calcul  des  moyens  mouvements.  —  Je  dis  que  les  coeffi- 
cients n'  et  y'  (qui  jouent  un  rôle  analogue  à  celui  des  moyens 
mouvements)  sont  développables  suivant  les  puissances  du  para- 
mètre a  et  des  constantes  E^..  C'est  ce  qui  résulte  de  tout  ce  qui 
précède  et  nous  pourrions  le  démontrer  de  bien  des  manières, 
mais  il  semble  que  le  mieux  soit  de  raisonner  comme  il  suit. 

Les  équations  (i)  doivent  être  satisfaites  quand  on  fait 

d'où 

d        -^     ,    d  '^     ,     d 

dt  ^2à"''d^i~2d^'dï7i' 

Servons-nous  de  cette  dernière  formule  pour  transformer  les 
équations  (i).  Nous  obtiendrons  ainsi  les  deux  systèmes  d'équa- 
tions 

,    dli        -^     ,    dlf    _        dF^ 


(22) 


Ai     ''  dw\       ^     ''  dw'i, 

2 


du 


et 

\   2d  '^''  'dw).  '~  ^  "''■  'd^k  ~  ^^i  ' 
1    -^      ,    dr^i         -^     ,    d(\i   _  d^ 
2à  "/'■  d^.~Zà  ^^'-  div'    -  d\i  ' 
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Ce  sont  deux  systèmes  d'équations  linéaires  d'où  l'on  peut  tirer 
les  constantes  /?/  et  y^  En  effet  l'indice  i  peut  prendre  n  valeurs 
(s'il  y  a  /i  planètes)  pour  les  À,,  et  2  w  pour  les  \i  et  les  •t\i\  l'indice  k 
peut  prendre  n  valeurs  pour  les  n!  et  les  «'"  et  111  j)our  les  y'  et 
les  w'.  Chacun  de  nos  systèmes  comprend  donc  Tm  équations  et 
3  n  inconnues. 

Les  seconds  membres  des  équations  (22)  et  (23),  c'est-à-dire  les 
dérivées  partielles  de  F,  ainsi  que  les  coefficients,  c'est-à-dire  les 
dérivées  partielles  des  X,  ç  et  y),  sont  développables  suivant  les 
puissances  de 

(24)  [i.,     Eytcosnp^.,     Eyi- sintv^,. 

Les  déterminants  formés  à  l'aide  de  ces  équations  linéaires 
seront  donc  développables  de  la  même  manière. 

Chacune  de  nos  inconnues  se  présentera  donc  sous  la  forme 

P  ^Q 

X      y' 


où  P,  Q,  X,  Y  sont  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  des 

P 
X 


•       P 
quantités  (24).  La  première  expression  ^  sera  déduite  des  équa- 


tions (22)  et  la  seconde  expression  ^  sera  déduite  des  équa- 
tions (23).  En  conséquence  X  et  Y  sont  les  déterminants  des 
équations  (22)  et  des  équations  (23). 

Soient  Xq  et  Yq  l'ensemble  des  termes  de  degré  le  moins  élevé 
des  deux  développements  X  et  Y  ;  je  dis  que,  si  les  deux  polynômes 
Xo  et  Yo  sont  premiers  entre  eux,  le  développement  P  sera  divi- 
sible par  X,  et  Q  par  Y  de  sorte  que  chacune  de  nos  inconnues 
sera  développable  suivant  les  puissances  des  quantités  (24)- 

C'est  là  un  théorème  général,  d'ailleurs  bien  connu  et  que  je  vais 
établir  en  quelques  mots.  On  aura 

PY  =  QX, 

de  sorte  que  PY  est  divisible  par,  X;  je  dis  que  P  est  divisible 
par  X.  Si  en  effet  P  n'était  pas  divisible  par  X,  on  pourra  écrire 

(25)  P  =  RX-t-S, 

où  R  et  S  sont  des  développements  de  même  forme  que  P,  Q,  X,  Y, 
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et  OÙ  l'ensemble  Sq  des  termes  de  degré  le  moins  élevé  du  déve- 
loppement S  n'est  pas  divisible  par  Xq. 

Si  en  efl'et  Sq  était  divisible  par  Xq,  on  aurait 

So=MXo, 

M  étant  un  polynôme  homogène,  puisque  Sq  et  Xo  sont  des  poly- 
nômes homogènes.  On  pourrait  alors  poser 

P  =(R  +  M)X-t-(S  — MX), 

formule  analogue  à  la  formule  (26)  mais  où  R  est  remplacé  par 
R  +  M  et  S  par  S  —  MX.  Si  nous  comparons  les  termes  de  degré  le 
moins  élevé  de  S  —  MX  à  ceux  de  S,  nous  voyons  que  le  degi^é  des 
premiers  est  plus  grand  que  celui  des  seconds,  car  Sq — MXo  =  o. 
On  pourra  donc  augmenter  sans  cesse  le  degré  des  termes  le  moins 
élevé  de  S,  à  moins  que  l'on  n'arrive  à  un  moment  où  Sq  ne  sera 
plus  divisible  par  Xq.  Supposons  donc  que  So  ne  soit  pas  divisible 
par  Xq.  On  aura  alors 

RXY  +  SY  =  QX, 

ce  cjui  veut  dire  que  S\  est  divisible  par  X;  il  faut  donc  que  So  Yq 
soit  divisible  par  Xo  ;  or  cela  impossible  parce  que  Yo  est  premier 
avec  Xq  et  que  So  n'est  pas  divisible  par  Xo  (pour  des  polynômes, 
le  théorème  a  été  démontré  par  Kronecker).  Donc  P  est  divisible 
par  X.  c.    Q.   F.    D. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  rechercher  si  Xo  est  premier 
avec  Yo  et  pour  cela,  il  suffît  de  démontrer  que  cela  a  lieu  pour 
|jt.  =  o.  Si  nous  faisons  ui  =  o,  il  reste 

Or  les  ^1  et  les  ri^  ne  dépendent  que  des  w'  et  pas  des  iv\  de  sorte 

que,  dans  les  premiers  membres  des  équations  (aa)  et  (28),  les 

di         dr\     ^. 

~7—r,  et  -7—7  disparaissent. 
dw        dw         i 

n  en  résulte  cjue  X  est  le  produit  de  deux  déterminants  : 


dw] 
est  indépendant  des  (v"; 


1°  Celui  des  —4  qui  est  égal  à  i,  puisque  pour  a  =  o,  \i- 
dwj^ 
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2"  Celui  des  — ^'  Nous  devons  nous  borner  à  en  chercher  les 

dwk 

termes  de  degré  le  moins  élevé.  Remarquons  que,  pour  u.  =  o, 
les  ç"  peuvent  être  calculées  simplement  à  l'aide  des  équations  (i) 
du  Chapitre  IX  [c'est-à-dire  des  équations  (i3  bis)  ou  (i3  ^e/-),  en 
supprimant  dans  les  seconds  membres  les  termes  en  |jl-].  Les  ^" 
sont  alors  développables  suivant  les  puissances  des  quantités  (i4)- 
Pour  avoir  les  termes  du  degré  le  moins  élevé  de  notre  détermi- 
nant, il  suffit  de  prendre  dans  les  \\  les  termes  du  premier  degré; 
lesquels  peuvent  se  calculer  par  les  procédés  du  Chapitre  VIII.  Il 
faut  donc  d'abord  faire  subir  aux  \\  le  changement  de  variables 
du  n°  loi,  qui  est  linéaire  et  canonicjue  ;  si  alors  nous  appelons  ç'/ 
les  nouvelles  variables  on  aura  (en  nous  bornant  aux  tei'mes  du 
premier  degré) 

^/!'  =  E/,.  cos ojL  '''',    =  —  E/^.  sin  w',.  =  —  •*]'," . 

dwf^ 

Ce  que  nous  cherchons  c'est  le  déterminant  fonctionnel  des  ^^^  par 
rapport  aux  (p';  or  il  est  égal  au  produit  du  déterminant  fonc- 
tionnel des  \\  par  rapport  aux  ^'/  cjui  est  égal  à  i  (puiscpie  le  chan- 
gement de  variables  du  n"  151  n'est  qu'un  changement  de  coor- 
données rectangulaires)  par  le  déterminant  fonctionnel  des  ^^^^  par 
rapport  aux  w'  qui  est  égal  à 

.-,  '  0  -^  '  0  7-  '  0 

Il  1 2  •  •  -f m- 
On  a  donc 

Xo  =  r/^o  ■^;o  .  .  . .,/^o^  _  JJ  ( E/,  sin  w',). 
On  trouverait  de  même 

Yo  =  X',    Xi..-  '<in  =  JX  (  Ea-  cos  «>;^.  ), 

ce  c|ui  montre  cjue  Xq  et  \^  sont  premiers  entre  eux. 

Quelques  mots  pour  repousser  une  objection  possible.  On 
pourrait  dire  que  Xo  et  Yq  sont  premiers  entre  eux  pour  a  =  o, 
mais  qu'il  n'est  pas  certain  cju'il  en  soit  de  même  pour  [J-<o.  Il 
peut  se  faire  en  effet  que  les  termes  de  degré  le  moins  élevé  de  X 
et  Y,  qui  sont  de  degré  nn  par  rapport  aux  quantités  (24)  C|uand 
on  fait  u.  =  o,  soient  de  degré  moindre  pour  [J-<o,  parce  que  les 
termes  du  degré  le  moins  élevé  cjui  ne  seraient  d'ailleurs  pas  pre- 
miers entre  eux  disparaîtraient  pour  |j.  ^  o. 
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PoLU"  se  mettre  à  l'abri  de  cette  objection,  il  suffît  de  convenir 
que  l'on  évaluera  le  degré  de  chaque  terme  en  attribuant  à 
E^cos»'^,  Eytsintv)^  le  degré  i  et  à  p.  le  degré  ^,  q  étant  un  entier 
plus  grand  que  in.  On  sera  certain  alors  que  tous  les  termes  qui 
contiennent  [j.  en  facteur  sont  au  moins  de  degré  in. 

Il  résulte  de  tout  cela  cjue  nos  moyens  mouvements  n!  et  y'  sont 
développables  suivant  les  puissances  des  quantités  (24)  et,  puisque 
ce  sont  des  constantes  indépendantes  des  w',  qu'il  sont  déve- 
loppables suivant  les  puissances  de  jji  et  des  E^.. 


C.     Q. 


Cherchons  les  valeurs  des  n'  et  des  y'  pour 

[Jl  =  o. 


Pour  [j.  =  0, 

on  a 

F  =  Fo, 

d¥ 

dU  =  ''" 

dF        dV 

d\i  ~  drj 

=  0, 

ri),- 

dh 

div/^. 

(/c^ 

db 

-j-^  =0, 
dwi^ 


de  sorte  que  les  équations  (22)  nous  donnent  d'abord 

Y'=o 
et  ensuite 

n'jz=  m. 

Donc  les  y'  contiennent  |ji.  en  facteur,  et  les  n'-  se  réduisent 
aux  ni  pour  ij.  =  o. 

Voyons  ce  c|ue  deviennent  les  —  pour 

[j.  =  Kl-  =  o. 

Si  nous  négligeons  p.-  dans  les  seconds  membres  des  équations 
(22)  ou  (aS),  nous  pourrons  écrire 

dV  _      r/Fi  dV   _  ^    f/Fi 

dçi        '     d^i  dqi        '    dr^i 

et  dans  les  dérivées  partielles  de  F,  remplacer 

P.  —  I.  19 


dR 

dR 

w 

d-r\i 

dK 

d^y 

dR 

drà 
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par  leurs  valeurs  approchées 

qui  sont  exactes  à  des  quantités  j)rès  de  l'ordre  de  [j.. 

Les  deux  membres  sont  alors  développables  suivant  les  sinus 
et  les  cosinus  des  multiples  des  t'p''etdes  w' .  Egalons  dans  les  deux 
membres  les  termes  qui  ne  dépendent  jDas  des  w" ^  mais  seulement 

des  w' . 

Di         ^  ,   •    t       d¥  1^     d¥  \     -,  •  1  <  1 

ans  les  dérivées  -i>-'  -j — '  les  termes  qui  ne  dépendent  pas 

des  W"  sont  ceux  qui  ne  dépendent  pas  des  X;  ils  ne  sont  donc 
autre  chose  que 


ou 


puisc|ue  l'on  peut  remplacer  \i  et  'i\i  par  ç^^  et  'r\[. 

D'autre  part,  dans  les  premiers  membres  les  termes 

,    d\i 
11,  ^ 

ne  me  donneront  pas  de  termes  indépendants  des  cp",  puisque  les 
termes  de  cette  nature,  cjui  pourraient  exister  dans  ç/,  disparaissent 
par  la  différentiation. 
Enfin,  dans  les  termes 

y  ^, 

nous  pouvons  remplacer  les  \i  par  ç"  ;  l'erreur  commise  sur  • — %■ 

dwf. 
JY . 

est  de  l'ordre  de  a;  l'erreur  commise  sur  ri  —^  est  donc  de  l'ordre 

'  '     dw), 

de  [j.-,  puisque  y)^  est  de  l'ordre  de  ^. 

Donc,  en  négligeant  u.-  et  conservant  seulement  dans  les  deux 
membres  les  termes  indépendants  des  (v",  les  équations  (22)  et  (23) 
deviennent 

,   d\1  dR 


2 
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Si  nous  négligeons  les  puissances  supérieures  à  E^,  nous  pou- 
vons réduire  R  à  Ro  et  écrire 

Ce  sont  les  éc^uations  du  Chapitre  VIII,  de  sorte  que  l'on  a 
Nous  devons  donc  conclure  que  pour 

les  différences  y). —  y/t  sont  de  l'ordre  de  [j.-. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  reste  d'ailleurs  vrai,  si  l'on  est 
obligé  d'employer  l'artifice  du  n°  169  et  de  remplacer  F  et  R  par 
F  +  afjiH,  et  R  +  ajj^H. 

Remarquons  que  l'un  des  arguments  y!,^.  est  toujours  égal  à  ajj. 
(et  par  conséquent  à  zéro,  quand  rapportant  le  système  à  des  axes 
fixes  on  fait  a  =  o).  Soient  en  effet,  comme  au  n°  169,  U  et  V  les 
deux  premiers  membres  des  écjuations  des  aires.  On  trouve  alors 

aisément 

d\}  ,,  cIN 

—r-  =  aaV,  -,—  = — a.uU, 

dt  '      '  dt  '      ' 

car  les  crochets  de  Poisson 

[F,U]  =  [F,  V]  =  o,         [H,  U]  =  V,         [II,  V]  =  — U. 
On  tire  de  là 

U  =  G  cos(a[JL^ -i- a),         V  =  G  sin(aîJL^  +  A), 

équations  qui  expriment  d'ailleurs  que,  pour  un  observateur  inva- 
riablement lié  aux  axes  mobiles,  le  vecteur  des  aires  cjui  est  fixe  dan^ 
l'espace  paraîtra  décrire  un  cône  de  révolution  d'un  mouvement 
uniforme;  C  et  h  étant  des  constantes.  Comme  U  et  V  doivent  être 
développables  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  ik' 
et  des  w" ^  cela  prouve  cjue  a[j.^  +  h  est  une  combinaison  linéaire 
à  coefficients  entiers  des  w'  et  des  cv",  c'est-à-dire  que  aa  est  une 
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combinaison  linéaire  à  coefficients  entiers  des  Ji'  et  des  y' 


En  faisant  [-«-^o,  je  vois  d'abord  que  les  entiers  ki  sont  nuls;  en 
faisant  ensuite  ijl  très  petit,  négligeant  p.-  et  faisant  E|=  o,  il  reste 

Or  Yo«  est  égal  à  ajji.  et  il  n'y  a  pas  d'autre  relation  linéaire  à 
coefficients  entiers  entre  les  y  et  a|j..  Donc  tous  les  entiers  k'^  sont 
nuls  excepté  A.',,,  qui  est  égal  à  i;  on  a  donc 

"^V-  =  Ti«-  '■•  Q-  i'-  i^- 

180.  Nombre  des  arguments.  —  Dans  le  cas  général  du  pro- 
blème des  n  +  I  corps  (n  planètes),  nous  avons  n  arguments  ce" 
et  211  arguments  tï',  en  tout  3/z;  mais  comme  y.',„  est  nul  lorsque 
l'on  rapporte  le  système  à  des  axes  fixes,  l'argument  çv.',^^  se  réduit 
à  une  constante.  Les  coordonnées  des  n-{-\  corps  dépendent  donc 
de  3/1  —  I  arguments  seulement:  leurs  distances  ne  dépendent  que 
de  3/z  —  2  arguments  [vide  infra,  n"  193). 

Dans  le  cas  où  les  n  +  i  corps  se  meuvent  dans  un  même  plan, 
on  n'a  plus  que  n  arguments  « '  ;  mais  aucun  des  y'  n'est  nul;  les 
coordonnées  dépendent  donc  de  in  arguments. 

Dans  le  cas  du  problème  des  trois  corps,  les  coordonnées 
dépendent  de  5  arguments  si  les  inclinaisons  ne  sont  pas  nulles  et 
de  4  si  elles  sont  nulles;  les  distances  dépendent  de  4  arguments 
dans  le  premier  cas,  de  3  dans  le  second. 

Si  l'une  des  masses  est  infiniment  petite,  les  autres  masses  se 
meuvent  conformément  aux  lois  de  Kepler;  l'un  des  y'  devient 
nul,  c'est  celui  d'où  dépendrait  le  mouvement  du  périhélie  de  la 
grosse  masse  ;  nous  n'-avons  donc  plus  que  4  arguments  si  l'incli- 
naison n'est  pas  nulle  et  3  si  elle  est  nidle;  mais  les  distances 
mutuelles  des  trois  corps  dépendent  encore  de  4  arguments  dans 
le  premier  cas,  de  3  dans  le  second.  Les  équations  ne  présentent 
plus  en  elïet  la  même  symétrie  et  il  y  a  une  direction y?a^e  qui  joue 
un  rôle  particulier,  c'est  la  direction  du  périhélie  de  la  grosse  pla- 
nète. 
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Passons  enfin  au  cas  du  problème  restreint,  et  supposons  que 
l'orbite  de  la  grosse  planète  soit  circulaire.  11  n'y  a  plus  alors  de 
direction  fixe  c[ui  joue  un  rôle  particulier  puisque  le  périhélie  de 
cette  orbite  est  indéterminé.  Il  en  résulte  que  les  distances  mu- 
tuelles des  trois  corps  dépendent  seulement  de  3  arguments  si 
l'inclinaison  est  nulle  et  de  2  si  elle  n'est  pas  nulle  (vide  infra, 
n°  193). 


CHAPITRE  XL 

THÉORÈME  DE  POISSON. 


181.  Comparaison  des  développements.  —  En  comparant  les 
développements  (3)  et  (i8)  du  Chapitre  précédent,  on  est  con- 
duit à  des  résultats  moins  simples  et  moins  nets  que  dans  la  com- 
paraison des  développements  correspondants  du  Chapitre  VII. 
Cependant  cjuelques-uns  de  ces  résultats  ne  sont  pas  sans  intérêt 
et,  parmi  eux,  je  citerai  surtout  le  célèbre  théorème  de  Poisson 
sur  l'invariabilité  des  grands  axes. 

Pv.appelons  la  forme  des  développements  (3)  et  (i8)  du  Chapitre 
précédent,  développements  auxquels  je  donnerai  dans  ce  Chapitre 
les  n°^  (i)  et  (2).  Le  premier  s'écrit 


SUl 


(1)  y^ix^ADT^,-J-''2  ^Ji^^i. 

et  le  second 


(2) 


.■'"BTT(Ef):°!(S^-.  ■■'■;- Sw-;. 


^BB9  H      ■  S 1  11     \     ^"^^^  ^g^g 


L'un  et  l'autre  donnent  la  valeur  de  l'une  des  quantités  oL,  0)., 
oç,  0'/),  le  premier  quand  on  y  fait 

le  second  quand  on  y  fait 

<^v"i  =  n'i  t  -\-  rn/,  »•'/.  =  —  y'/,  t  -l-  t^).. 

D'un  autre  côté,   ^7,   \]^  7)°,   L"  sont  également  développables 
sous  la  forme  (2),  de  sorte  que 
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sont  développables  à  la  fois  sous  la  forme  (i)  et  sous  la  forme  (2), 
tandis  que 

est  développable  sous  la  forme  (i)  et  que 

li—w'}  =  \'^^ffi-h  SX/ 

est  développable  sous  la  forme  (2). 

Si  l'on  veut  comparer  ces  deux  développements,  il  faut  d'abord 
choisir  les  constantes  c,  £/,  w,  to'  de  façon  qu'ils  représentent  la 
même  solution  des  équations  du  mouvement. 

Si  nous  prenons  le  développement  (i)  et  que  nous  y  fassions 

•z  =  f,  w/=  n/t, 

c'est-à-dire  si  nous  attribuons  aux  constantes  c  et  e^  la  valeur  zéro; 
ce  développement  (i)  nous  fera  connaître  la  solution  particulière 
des  équations  du  mouvement  qui  est  telle  que  les  inconnues  L/, 
X/,  ^/,  T,/  aient  comme  valeurs  initiales  L°,  X",  ç^^,  r^l  pour  t=^o. 

Seulement,  ici,  il  faut  prévenir  une  confusion;  dans  les  déve- 
loppements (i),  L^",  \^,  ^1,  'f\l  représentent  des  constantes,  à  sa- 
voir les  valeurs  initiales  de  L/,  X/,  ^i,  r\i. 

Dans  les  formules  (3)  ci-dessous,  au  contraire,  L^,  ^^,  V^J  ne 
sont  plus  des  constantes.  Je  conviendrai  donc  de  représenter  par 
L^',  \\,  t\\  les  valeurs  initiales  L/,  ^/,  'r\i. 

Nous  devons  donc  choisir  les  constantes  W,  E,  V5  et  m'  de  telle 
façon  que  le  développement  (2)  représente  la  même  solution.  Nous 
avons  les  équations 

L,  =  L°  +  SL,, 

,  X,-  =X?^<t-':.-^ 
(3) 


ru  =  r, 


Dans  ces  équations,  chacune  des  expressions  ôL,  oA,  8^,  di] 
doit  être  remplacée  par  le  développement  (2)  correspondant  et  il 
en  est  de  même  d'ailleurs  de  gi,  ^^,  ■/]",  L^^. 

Faisons  maintenant  ^  ^  o,  c'est-à-dire 


w^  =  w,-, 
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Soit 

ff%     50L,,     ooX,,     2"^,,     5oï.,,     L^o,     ^00,     ^00 

ce  que  deviennent  par  cette  substitution 

S-,;       oU,       ?A,;       ?/^i,       Oï),,       L;*,       ?0^       y,^. 

Comme  L/,  X/,  ^i,  'i\i  doivent  se  réduire  à  leurs  valeurs  initiales 
L^"",  \",  11'^^  ■r\Y\  les  équations  (3)  deviennent 

(4)  U'  =  ?r  +  5"?'.    ^;  =  ^r+2o.^,, 

Telles  sont  les  relations  d'où  nous  devons  tirer  les  constantes 
W,     E,     wi,     w',^ 

en  fonctions  des  valeurs  initiales 

J'observe  d'abord  que  les  seconds  membres  des  équations  (4) 
sont  développables  suivant  les  puissances  de 

u,     E/,.  costtt'^^.,     E/,- siniïT'y.^. 

et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  ra/;  ce  sont 
d'ailleurs  des  fonctions  liolomorphes  des  W. 
Pour  [j.  :=  0,  les  équations  se  réduisent  à 

Dans  \\^ ^  '^i'^  1  8\i  01^  a  fait  [j,  =  o,  et  ces  quantités,  indépen- 
dantes des  CT/,  sont  développables  suivant  les  puissances  de 

E/,.  cos7^y'y^.,     E/,- sintTy'y^.. 

De  ces  relations  (5),  on  peut  tirer  les 

E/,.  cos TO^^.,     E,;.  sin  V5'i^ 

sous  la  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  des  \\  et 
des  -ix]  et  dépendant  d'ailleurs  des  W^  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
desLI. 


1 


Tiiiiolui.MK  \)K  l'Oissox.  :ujy 

De  même,  ^:,'",  qui  est  développablo  suivant  les  puissances  des 

deviendra  développable  suivant  les  puissances  des  q^  et  des  -^j. 

Qu'arrive-t-il  maintenant  pour  [j.  quelconque.  Remarquons  que 
les  deux  membres  des  équations  (4)  sont  cléveloppables  suivant 
les  puissances  de  ia,  des  ra/,  des 

E/^.  cos ro^^,,     E/,-  sin  tït^^., 

et  enfin  des  W^ — L^',  si  l'on  remplace  AV,  par  L]  +  (W/ — Lj  ), 
car  ce  sont  des  fonctions  holomorphes  des  Wj  quand  ces  variables 
sont  suffisamment  voisines  de  leurs  valeurs  approchées  L^- . 

Or,  cjue  nous  apprend  le  théorème  de  Cauchy  sur  le  retour  des 
suites  (voir  mon  Ouvrage  Su?'  les  méthodes  nouçelles  de  la  Mé- 
canique céleste,  t.  I,  n"  30)? 

Supposons  c{ue  l'on  ait  a  équations  dont  les  seconds  membres 
sont  nuls  et  dont  les  premiers  membres  sont  développables  sui- 
vant les  puissances  de  n.  fonctions  inconnues  ^i,  z^-,  ...,  z,i  et  de 
p  variables  indépendantes  a;,,  a?^,  .  . .,  Xp  et  cjvie  l'on  veuille  tirer 
de  ces  équations  les  inconnues  z  en  fonctions  des  variables  x.  Le 
théorème  en  question  nous  apprend  que  les  ::;  seront  dévelop- 
pables suivant  les  puissances  des  x^  si  les  équations  sont  satisfaites 

cjuand  on  fait 

^  =  a?  =  o, 

et  si,  pour  :;=^  =  o,  le  déterminant  fonctionnel  des  premiers 
membres  par  rapport  aux  z  n'est  pas  nul. 

Cherchons  à  appliquer  ce  théorème  aux  équations  (4)  et  à  tirer 
de  ces  équations 

W^ — L],     E/,;  cosTir^^.,     E/^-siiiTHy,,     ôT;, 

en  fonctions  de  [j.,  \\ ,  t\\  . 

Vérifions  d'abord  c[ue  les  éc[uations  sont  satisfaites  pour 

[j.  =  ^1  =  -r]  J  =  THi  =  Wi —  L]  =  E/,-  cosTH^^.  =  E/,.  sin  th/^^,  =  o. 

Pour  a^o,  les  équations  (4)  se  réduisent  aux  équations  (5); 
il  suffit  donc  de  montrer  que  E^- ",  yj^?"  et  g\  s'annulent  pour 

E/,.  COSTïTy,  =  E/,.  sillTIT^^,  =  o. 


CHAPITRE  XI. 


Nous  savons  que  ^^  et  y]^^  sont  donnés  par  les  équations  (i3  bis) 
ou  (i3  ter)  du  Chapitre  précédent;  comme  nous  pouvons  faire 
jj.  =  o,  nous  pouvons  négliger  les  termes  en  [jl-R"  et  ces  équations 
se  réduisent  à 


d^,^  _ 

^R' 

d'c{i            d^ 

dt 

^^r 

dt  ~  '■'  d'c:i 

Elles  ne  sont  autre  chose,  à  la  différence  des  notations  près,  que 
les  équations  (i)  du  Chapitre  IX.  Donc  R'  ne  contient  que  des 
termes  de  degré  pair  par  rapport  aux  ^^^  et  y)",  c'est-à-dire  que  les 
développements  des  \\  et  t]"  ne  contiendront  que  des  termes  de 
degré  impair  par  rapport  atix 

E/,  cos  (P/.,     E^.  sin  tv^.. 

Ils  s'annuleront  donc  pour 

E/,  cos  «'/.  =  E/,.  sin  (v^.  =  o, 

c'est-à-dire  que  les  \]^  et  y^""  s'annuleront  pour 

E/,-  cos  777/^,  ^  E,;.  siniU/^.  ^  o. 

Passons  à  ce  cjui  concerne  g\  ;   nous  avons  trouvé,  au  n°  176, 

l'équation 

dgi  _    dV  , 

'dt    ^  dWi  ~  "''' 

Le  second  membre  est  développable  suivant  les  puissances  des 

cos      , 

E/,    .     w',. 

sin     '" 

et  sa  valeur  moyenne  est  nulle,  de  sorte  qu'il  ne  contient  que  des 
termes  dépendant  des  w'/^;  tous  les  termes  de  ce  second  membre 
contiennent  donc  un  des  E;;^  en  facteur. 

L'intégration  montre  que  g'i  est  de  la  même  forme  et,  si  nous 
n'ajoutons  pas  de  constante  arbitraire,  sa  valeur  moyenne  sera 
également  nulle  et  tous  ses  termes  contiendront  un  des  E;t  en  fac- 
teur. 

Donc  o-/  s'annule  avec  les  E^    .    (P,,  et  ^?  avec  les  Ea    .    rnl. 
*  sin     ''        *'  sin     '^ 

C.     Q.     F.     D. 
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Vérifions  mainLenant  que  pour 

[-1  =  i,j  =  rij  =  Wi—  W/—  Lj  =  E/-  cosTTj^.  =  E/,  sinra^^.  =  o, 

le  déterminant  fonctionnel  des  équations  par  rapport  aux  in- 
connues 

'^i,     Wj — IjJ,     E/,;  costtt^,,     E/,sinn7^. 

n'est  pas  nul. 

En  effet,  pour  jjl  =  o,  les  équations  (4)  se  réduisent  aux  équa- 
tions (5),  de  sorte  que  le  déterminant  fonctionnel  cherché  se  ré- 
duit à  celui  des  ^^^ ,  y\'l^  par  rapport  aux  Eyt    .    w'/^. 

Les    ^^"^,    71^°*^    sont   développahles    suivant   les    puissances    des 

E/,  [■"'^'ff,  et,  si  nous  voulons  la  valeur  de  notre  déterminant  pour 

E^^^  o,  il  nous  suffira  de  réduire  les  développements  à  leurs  termes 
du  premier  degré. 

Ces  termes  du  premier  degré  sont  ceux  que  nous  avons  déter- 
minés au  Chapitre  VITI,  c'est-à-dire  que  les  ^^^",  r^^^  sont  liés  aux 
E/,  costo'^,,  E/fSinw'^.  par  les  mêmes  relations  linéaires  que  les  ^i,  ru 
aux  nouvelles  variables  ^'- ,  y]'-  dans  le  changement  de  variables  du 
n'  151. 

Or  le  changement  de  variables  est  une  transformation  rectangu- 
laire de  coordonnées.  Donc  son  déterminant  est  égal  à  un. 

Notre  déterminant  fonctionnel  est  donc  égal  à  un. 

C.     Q.     F.     D. 

JYous  devons  conclure  que  Von  peut  tirer  des  équations  (4) 
les  constantes 

sous  la  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de 

dépendant  d"" ailleurs  des  1^\ . 

Ce  résultat  m'a  demandé  d'assez  longs  discours,  bien  qu'il  soit 
presque  évident. 

182.   Rappelons  quels  sont  les  deux  développements  qu'il  s'agit 
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d'identifier.  Nous  avons  d'une  part 

<6)  l^J='zl^^i,  'rii='^}-^hh 

Les  oLi,  0^/,  or^i,  oAj  doivent  être  remplacés  par  leurs  dévelop- 
pements (i)  et,  dans  ces  développements  eux-mêmes,  il  convient 
de  remplacer  :  i°  les  arguments  wi  par  fiit  et  t  par  t;  2°  les  con- 
stantes L^^,  H^%  f]^  par  L^-,  H^-,  r^l  pour  nous  conformer  au  chan- 
gement de  notations  que  nous  avons  été  obligés  d'adopter  au  nu- 
méro précédent  afin  d'éviter  une  confusion. 

Nous  avons  d'autre  part 

Les  oL/,  OQi,  07]/,  oÀ/  doivent  être  remplacés  par  leurs  dévelop- 
pements (2)  ainsi  que  les  L?,  ^f ,  y]^%  gi  et,  dans  ces  développe- 
ments eux-mêmes,  il  convient  de  remplacer  iv"^  et  (t^  P^^'  '^'i  ^  +  ^o 

Pour  identifier  les  expressions  (6)  et  (17),  nous  pouvons  opérer 
de  deux  manières  :  nous  pouvons  adopter  les  constantes 

^■'      ?/'       'i/' 

qui  sont  celles  c[ui  figurent  dans  les  équations  (6). 

Nous  devons  alors,  dans  les  équations  ('j),  remplacer  les  con- 
stantes 

W  T?      "^^^       ' 

VV/,       -UJi,       ^Agjj^^/, 

par  leurs  expressions  en  fonctions  des  L^',  ^- ,  y)J,  expressions  que 
nous  avons  appris  à  former  au  numéro  précédent. 

Quelle  est  alors  la  forme  des  seconds  membres  de  ces  équations? 

Ce  sont  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  de 

[JL,     E/,.cos  »-'/.,     E/^.  siniVy.. 

Mais  comme  on  a,  par  exemple, 

E/,  cos  (p^.  —  E/;  cosTTT^.  cos  Y/^.  t  -t-  El-  sininj..  sinyj,.  f, 
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nous  voyons  que  ce  seront  des  séries  procédant  suivant  les  j)uis- 
sanccs  des 

et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  y'/^.^. 

D'autre  part,  les  L^,  ^/,  y\i,  "ki — iv"-  sont  développables  suivant 
les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  des  (vj,  et,  par  conséquent, 
suivant  ceux  des  ttj;  et  des  n',- 1. 

Enfin,  les  coefficients  de  ces  développements  déj)endent  encore 
des  W^-. 

Or,  d'après  le  numéro  précédent,  les 

sont  développables  suivant  les  puissances  des 

et  il  en  est  de   même  évidemment  des  cosinus  et  des  sinus  des. 
multij^les  des  Wj. 

Donc  les  formules  (7)  transformées  nous  donnent 
Lo     \i-,     '1/,     \i— iiit 
sous  la  forme  de  séries  procédant  : 
1°  Suivant  les  puissances  de 

2"  Suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  des 

3°  Dépendant  en  outré  des  h- . 
Le  terme  sfénéral  est  de  la  forme 

o 

^,,     ces    , 
'  sin 

OÙ  A  déj)end  seulement  des  \^'/, ,  où  011,  est  développé  suivant  les, 
puissances  des  ^j  et  rij  et  où 

les  ki  et  les  p/i  étant  des  entiers. 
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Ce  développement  n'est  pas  encore  identique  au  développe- 
ment (6),  parce  que  le  nombre 

qui  est  un  monôme  entier  en  [j.,  ç,,  t),,  a  pour  coefficient 

.   cos 
A    .    vt, 
sin 

qui  dépend  encore  de  ji.,  ^i  et  y^,  . 

En  effet,  les  n'i  et  les  y';^  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de 

1-^,     E|.. 

D'autre  part,  les 

E|  =  (E/,.  cos77î/^.)2+  (E^,  sinTïr/.)2 
sont  développables  suivant  les  puissances  de 

Donc  les  n'^  et  les  y';^  et,  par  consécj[uent,  le  coefficient  v',  seront 
développables  suivant  les  puissances  de 

V-,     lu     '11- 

Povir  identifier  les  deux  développements,  il  faut  donc  encore 
développer  cosv'i  ou  sinv'^  suivant  les  puissances  de  ces  quan- 
tités. 

Pour  u.=  o,  v'  se  réduit  à 

V  =  ^  ki  iii. 
11  est  clair  que,  par  exemple, 

COSv'i  =  COs[vi  +('■'' 'O^jî 

et  peut,  par  conséquent,  se  développer  suivant  les  puissances  de 
(v/ — v)^;  le  terme  général  est  égal  à  un  coefficient  numérique, 
multiplié  par  cosv^  ou  sinvi  et  par  une  puissance  de  (v' —  v)if. 

Ensuite  v' — v,  c[ui  est  d'ailleurs  divisible  par  v,  peut  se  déve- 
lopper suivant  les  puissances  de  [j-,  des  Ç,  et  des  yi,. 

Le  terme  général   du  développement  (7)  ainsi  transformé  est 
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alors 

.^„      /  ,  CCS 

sin 
et  il  doit  alors  être  identique  au  développement  (G). 

183.  Il  est  alors  aisé  de  se  rendre  compte  de  l'origine  des  di- 
verses sortes  de  termes  du  développement  (6),  c'est-à-dire  du 
développement  obtenu  par  l'application  directe  de  la  méthode  de 
Lagrange. 

Les  termes  séculaires  purs  sont  ceux  qui  ne  contiennent  pas  le 
facteur  cosv^  ou  sinvi;  ce  sont  donc  ceux  pour  lesquels  on  a 

Comme  nous  n'avons  entre  les  ni  aucune  relation  linéaire  à 
coefficients  entiers,  cela  entraîne 

ki=  o, 

c'est-à-dire  que  les  termes  séculaires  purs  proviennent  des  termes 
indépendants  des  w"-el  dépendant  seulement  des  arguments  iv,^. 

Si,  en  effet,  v'  est  divisible  par  pi,  on  ne  pourra  développer 
cosv'?  suivant  les  puissances  de  [j.  sans  le  développer  en  même  temps 
suivant  les  puissances  de  ^,  ce  qui  fait  apparaître  des  termes  sécu- 
laires purs. 

Quelle  différence  j  a-t-il  donc  entre  le  cas  actuel  et  celui  du  pro- 
blème restreint  traité  au  Chapitre  VTI? 

Dans  les  deux  cas,  nos  coordonnées  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tions développées  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples 
d'un  certain  nombre  d'arguments  variant  proportionnellement  au 
temps.  Mais,  dans  le  cas  actuel,  quelques-uns  de  ces  arguments 
ont  un  moyen  mouvement  très  lent  s'annulant  avec  pi;  dans  le  cas 
restreint,  au  contraire,  tous  les  moyens  mouvements  étaient  finis. 
Il  en  résultait  que  nous  n'avions  pas  de  terme  en  cosv'ï,  avec  v' 
divisible  par  p.,  et,  par  conséquent,  pas  de  termes  séculaires  purs 
dans  le  développement  de  Lagrange. 

Les  termes  qui  dépendent  des  w'\  pour  lesquels  par  conséquent 
le  coefficient  v  n'est  pas  nul,  nous  donneront  des  termes  pério- 
diques et  des  termes  séculaires  mixtes. 
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Quel   sera   le   rang   des    termes    ainsi   oLt.enus?  Partons  d'un 
terme 

(8)  A[^.«DrLa''°--v'^ 

sin 

du  développement  (^)  transformé;  il  nous  donnera  des  termes  de 
la  forme 

1       ~  CM-      /    :  ^  cos 

Aa«DK'i(v  — vY"  t"^     .     yt, 
sin 

et  si,   en  développant  (v' — v)'"  suivant  les  puissances  de  u,   on 
frouve 

notre  terme  général  deviendra 

sm 

Comme  v' — v  est  divisible  par  p.,   l'exposant   [3  est  au  moins 
éiial  à  J7i. 


"tJ^ 


Le  rang  de  notre  terme  général  est  donc 


a  +  p  —  ju  -la. 


Comme  a  ne  peut  être  négatif,  nous  voyons  la  raison  d'être  de 
ce  fait  démontré  plus  haut  qu'un  terme  quelconque  est  toujours 
au  moins  de  rang  zéro. 

Ainsi  les  termes  déduits  d\in  terme  de  la  forme  (8)  ont 
toujours  leur  rang  au  moins  égal  ci  a. 

On  voit  qu'on  obtiendra  les  termes  de  rang  zéro  en  faisant  y.  =  o 
dans  les  équations  ('j);  comme,  dans  ces  conditions,  oL,  o;,  o-/],  oX 
s'annulent,  il  reste 

Là  L^",  ^",  7]°,  gi  doivent  être  remplacés  par  leurs  développe- 
ments de  la  forme  (2)  et,  dans  ces  développements,  il  faut  encore 
faire  a^o.  On  retrouverait  naturellement  ainsi  les  résultats  du 
Chapitre  IX. 

Cherchons  l'ensemble  des  termes  séculaires  purs,  et  d'abord  en 
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ce  qui  concerne  les  L/,  les  ^/  et  les  ti/.  Ce  sont,  nous  venons  de  le 
voir,  les  termes  indépendants  des  w" . 

Mais  nous  devons  nous  rappeler  comment  ont  été  obtenus  les 
développements  (2);  on  a  pris  les  développements  (i),  on  y  a  fait 
T  ^  o,  on  y  a  remplacé  les  i)\  les  n"  et  les  L°  par  leurs  valeurs  en 
fonctions  des  iv'/^  et  des  VV  [valeurs  déduites  des  équations  (i3)  du 
Chapitre  précédent)  et  enfin  on  a  remplacé  les  Wi  par  (vj+  gi. 

Dans  cette  dernière  substitution,  un  terme 


donne 


A  cos  ^/''/  <ï'/ 
A  cos^A-,a'';  cos  ^/.7^,  —  A  sin^A/  w}  sin^A/^v, 


c'est-à-dire  cpie  tous  les  termes   qui  en   pro^iennent  contiennent 
en  facteur  le  cosinus  ou  le  sinus  de    >  kiw] . 


Donc  un  terme  indépendant  des  wi  (c'est-à-dire  où  les  ki  sont 
nuls)  ne  nous  donnera  que  des  termes  indépendants  des  (vj  et  in- 
versement un  terme  dépendant  des  <ï'/  ne  nous  donnera  que  des 
termes  dépendant  des  w"-. 

Nous  voulons  l'ensemble  des  termes  indépendants  des  (vj  ;  pour 
cela,  nous  n'avons  qu'à  prendre  l'ensemble  des  développements  (i), 
à  y  faire  t  =  o,  à  y  supprimer  tous  les  termes  dépendant  des  (V, 
et  à  y  remplacer  les  L)^,  \" ^  r^-  par  leurs  développements  de  la 
forme  (a). 

Nous  aurons  donc 

termes  séculaires  purs  de  L/ =  ^4-^  val.  moy.  oL,-, 

b  =  \\  -+-  '>  oi,; 

»  'rii  = -,1^-  -+-  ))  orii. 

Je  donne  au  mot  de  valeur  moyenne  le  même  sens  que  dans  le 
Chapitre  précédent,  c'est-à-dire  que  je  suppose  que,  ayant  déve- 
loppé ôL/,  o\i^  0T\i  suivant  les  puissances  de  t  et  les  cosinus  et 
sinus  des  multiples  des  (v,  je  n'y  conserve  que  les  termes  indépen- 
dants de  T  et  des  w. 

Pour  Xi,  il  faudrait  tenir  compte  en  outre  de  ceux  qui  pro- 
viennent du  terme  (vj,  de  sorte  qu'on  aurait,  pour  les  termes  sécu- 
P.  —  I.  20 
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laiies  purs  cle  )./, 

X"  +  i^it  -4-  TO/-!-  gi-\-  val.  mo^'.  ol/. 

184.  Nous  aurions  pu  également,  pour  comparer  les  développe- 
ments (6)  et  (7),  adopter  les  constantes 

W,-,     E/,,     777^,.  ; 

il  nous  aurait  suffi  alors  de  remplacer  les  L^! ,  qj  ^  t)^-,  ra,-  par  leurs 
valeurs  données  directement  en  fonctions  de  ces  constantes  par 
les  équations  (4)-  Nous  aurions  obtenu  ainsi  quelques  résultats 
intéressants. 

Nous  aurions  pu  aussi  faire  la  comparaison  des  développements 
sans  faire  un  choix  particulier  de  constantes. 

Il  en  serait  résulté  de  grandes  simplifications  et  nous  aurions 
supprimé  des  longueurs  plutôt  que  des  difficultés.  Mais  notre  com- 
paraison aurait  été  moins  précise. 

I80.  Théorème  de  Poisson.  —  On  sait  que  Lagrange  a  démontré 
un  théorème  dit  de  V invar iabilité  des  grands  axes  et  en  vertu 
duquel  les  développements  des  grands  axes  ne  contiennent  pas  de 
termes  séculaires,  du  moins  si  l'on  néglige  les  carrés  des  masses, 
c'est-à-dire  les  termes  de  l'ordre  de  jjl-.  Nous  avons  démontré  plus 
haut'  ce  théorème  [cf.  n''  lOo)  si  important  au  point  de  vue  de  la 
stabilité  du  sjstème  solaire. 

Plus  tard,  Poisson  a  étendu  les  résultats  de  Lagrange  et  établi 
un  théorème  analogue  pour  le  cas  où,  tenant  compte  des  carrés 
des  masses,  c'est-à-dire  des  termes  en  [j.-,  on  néglige  les  cubes  des 
masses,  c'est-à-dire  les  termes  en  a-^.  On  trouve,  à  la  vérité,  dans 
le  développement  des  grands  axes,  des  termes  séculaires  mixtes  ; 
mais  il  n'y  a  pas  de  termes  séculaires  purs. 

A-insi  Poisson  a  monti^é  que,  dans  le  développement  des  grands 
axes  ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  celui  des  L/,  il  n'y  a  pas  de 
termes  en 

Or  les  termes  en  u-  sont  d'ordre  deux  et  de  rang  un. 
Nous  allons  maintenant  démontrer  ce  théorème  de  Poisson  ou 
j)lulôt  nous  allons  établir  un  théorème  plus  général,  à  savoir  que 
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dans  le  développement  des  L/,  il  n^y  a  pas  de  ternies  séculaires 
purs  de  rang  un. 

D'où,  en  effet,  pourraient  provenir  ces  termes?  ISous  avons  vu 
plus  haut  que,  pour  obtenir  les  termes  séculaires  purs  de  L^,  il  faut 
prendre  le  développement  de  L^-  suivant  les  puissances  de  t  et  les 
sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des  (v  et  ne  conserver  dans  ce 
développement  que  les  termes  indépendants  de  t  et  des  tv,  ou,  si 
l'on  aime  mieux,  les  termes  cherchés  ne  sont  pas  autre  chose  que 
la  valeur  moyenne  de  L,-. 

Or,  plus  haut,  au  n"  175,  nous  avons  démontré  que  la  valeur 
moyenne  de  W/ — L/  est  divisible  par  jj.-.  Nous  avons  donc,  pour 
les  termes  séculaires  purs  de  L/, 

W,+  ;a2DL„ 
où  DLj  est  développable  suivant  les  puissances  de  a.  et  des 

X^     COS        , 

sin 


Rappelons  d'ailleurs  que 


cl  oX       -^  ^    d  Ô'r] 


i^2  DL,-  =  -  val.  moy.  (  V  5L  1^  +  V  8^  , 

"    \  .^        clwi        jê^    ■  dwi 

Or  W,  est  une  constante,  ce  n'est  donc  pas  un  terme  séculaire 
proprement  dit;  quant  à  [jl-DL/,  il  nous  donnera  des  termes  de  la 
forme 

c^,-       COS     , 

sin 

OÙ  l'exposant  a  sera  au  moins  égal  à  deux,  puisque  |Ji-DL/  est  divi- 
sible par  [j.-. 

Or  nous  avons  vu  c[ue  les  termes  qui  proviennent  de  (8)  sont  au 
moins  de  rang  a.  Jls  sont  donc  au  moins  de  rang  deux.  Donc  les 
L/  n'ont  pas  de  terme  séculaire  pur  de  rang  plus  petit  que  deux. 

c.    Q.    F.    D. 

Nous  n'aurons  donc  pas  de  temne  en  u.-/,  mais  nous  aurons  des 

termes  en 

IJ1.2  sinv'^, 

OÙ  V  sera  nul  et  où,  par  conséquent,  v'  sera  divisible  par  jx. 
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Soit,  en  développant  suivant  les  puissances  de  tj., 

v'  =  aj  [j.  -t-  aj  i-i^  + . .  . , 
nous  aurons 

[JI.2  sinv'^  =  [J.-  sin(aiP^  -+-  a^i-J.-  /  +...). 

Si  nous  développons  suivant  les  puissances  de  [j.,  le  premier 
terme  du  développement  sera 

ai  [ji^  t. 

Nous  aurons  donc  des  termes  en  y.^t. 

Après  la  découverte  de  Poisson,  on  crut  longtemps  c|ue  le  théo- 
rème était  général  et  que,  après  l'avoir  démontré  d'abord  pour  la 
première  approximation,  puis  pour  la  seconde,  on  ne  tarderait  pas 
à  le  démontrer  également  pour  les  approximations  suivantes.  De 
grands  efforts  furent  faits  dans  ce  sens  et,  naturellement,  ils  furent 
infructuexix. 

En  18^6,  M.  Spiru-Haretu  montra  l'existence  de  termes  en  a  ' /^ 
et  ce  résultat  causa  un  grand  étonnement,  bien  que,  dès  cette 
époque,  cjuelques  personnes  en  aient  soupçonné  la  raison.  Il  n'a 
plus  aujourd'hui  rien  qui  puisse  nous  surprendre. 

186.  Revenons  au  Chapitre  VIII.  Au  n"  141,  nous  avons  trou\é 
la  formule 

et  nous  avons  dit  : 

1"  Que  la  seconde  intégrale  du  second  membre  ne  peut  donner 
de  termes  de  rang  zéro; 

2"  Que  les  termes  de  rang  zéro  provenant  de  la  troisième  inté- 


grale étaient 


r'  dR    ^ 


3"  Que    la    première    intégrale    ne    pourrait    donner    d'autres 

termes  de  rang  zéro  cpie  ceux  provenant  des  termes  de  rang  un 

séculaires  purs  de 

r  dFi    j 
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Or,  d'après  ce  qui  précède,  ces  termes  n'existent  pas.  La  pre- 
mière intégrale  ne  donnera  donc  pas  de  terme  de  rang  zéro. 
Donc  les  termes  de  rang  zéro  de  \i  ne  pourront  être  que 


.0  C     d\K 


dt. 


c'est-à-dire  que  l'on  obtiendra  les  termes  de  rang  zéro  de  \i  à  l'aide 

de  l'équation 

,   ,  d\i  f/R 

jointe  d'ailleurs  aux  équations 

,  di^i  dK  dr\i  dY\ 

qui  nous  donnent  les  termes  de  rang  zéro  des  \i  et  des  'r\i. 

Comme  R  ne  dépend  pas  des  A^-,  mais  seulement  des  L/  (qui,  si 
l'on  se  borne  aux  termes  de  rang  zéro,  comme  aux  Chapitres  VIII 
et  IX,  doivent  être  regardés  comme  des  constantes),  ainsi  que  des 
\i  et  des  -t\i  qui  ont  été  complètement  déterminés  à  l'aide  des  équa- 
tions (lo). 

Les  seconds  membres  des  équations  (g)  sont  donc  des  fonc- 
tions entièrement  connues,  de  sorte  que  ces  équations  (9)  pour- 
ront s'intégrer  complètement  par  une  simple  quadrature. 

On  obtiendra  d'ailleurs  ces  termes  de  rang  zéro  de  À,,  qui  ne 
peuvent  être  que  séculaires  purs,  en  parlant  de  la  formvde 

termes  séculaires  purs  de  X,=:  \\  -f-  n'/^  -)-  TTr^-t-  gi-\-  val.  moy.  oX/, 

et  en  faisant  jj.  =  o  dans  gi  et  û)./.   Alors  oÀ,,  qui  contient  [j.  en 
facteur,  s'annule  et  il  reste 

\\-\-  n'it-\-vji'A-  gi. 

Soit,  d'autre  part, 

n'i  =  n,M-  71 '1  '  ;jH-  71  '/'  [J.2  -i- 

Les  termes 

étant  de  rang  a  —  1 ,  nous  ne  conserverons  que  le  premier  d'entre 
eux  : 
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et  il  nous  restera,  pour  les  termes  de  rang  zéro  de  À^, 

'k^i^Tii+mi^  n^i^'' \j.t  + gi. 
Or  gi  est  développé  suivant  les  puissances  des 

-  E/,  CCS  (ï'^^.,     E/,.  sin  tp^.. 

C'est  donc  une  fonction  périodique  des  w' ,  et  si  nous  nous  rap- 
pelons la  façon  dont  nous  l'avons  formée,  en  n'ajoutant  pas  de 
constante  arbitraire  après  l'intégration,  nous  voyons  que  la  valeur 
moyenne  de  cette  fonction  périodique  est  nulle.  Il  en  est  de  même 

de  la  valeur  moyenne  de  — ^  • 

Donc,  si  nous  remplaçons  dans  E.  les  \i  et  les  Y)/  par  leurs  déve- 
loppements suivant  les  puissances  des 

E/,.  ces  (ï'/.     et     'Ek'smw'i.^ 
la  valeur  moyenne  de 


sera  egaJe  a 


dU 

77.  (.1). 


Il  s'agit  ici  des  développements  étudiés  au  Chapitre  IX,  puisque 
nous  ne  considérons  ici  que  les  termes  de  rang  zéro.  Donc  ces 
développements  ne  contiennent  que  des  termes  de  rang  impair 
par  rapport  aux  E^f  (c/.  n°*  14-4  et  suiv.),  donc  les  ^/  et  les  t)/ 
s'annulent  avec  les  E;^ 

Le  coefficient  Tz^-*'  estdéveloppable  suivant  les  puissances  des  E^; 
pour  avoir  le  premier  terme  de  ce  développement,  il  faut  faire 

E|.  =  o, 
c'est-à-dire 

Alors  R  se  réduit  à  ce  que  nous  avons  appelé  Rq  aux  Cha- 
pitres VIII  et  IX;  on  aura  donc,  pour  Ej^. ^  o, 

„(i)  _  '^^o 

Ainsi,  dans  le  développement  de  n-  suivant  les  puissances  de  [j. 
et  des  E^,  le  coefficient  de  pi  est-rj-^* 
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187.  Symétrie.  —  Reprenons  les  développements  du  Chapitre  X 
qui  procèdent  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  des 
arguments  w'  et  w".  Nous  pouvons  exprimer  ces  sinus  ou  ces 
cosinus  à  l'aide  d'exponentielles  imaginaii^es  et  écrire  ces  dévelop- 
pements sous  la  forme  suivante  : 

I   L/,  =  2  ^  ''''^■'         ^''^-  =  "'/'■  -^  2  ^  ^''^' 
(i)  \  'çA-^  i-q/,=  ^Cei^, 

où 

et  où  les  coefficients  A,  B,  C,  G'  dépendent  des   constantes  W 
etE. 

Pour  satisfaire  aux  équations  du  mouvement,  il  faut  poser 

iv')=  n'jt^wj,         iv'j -^  —  ^/.  t -^  w'j  \ 

d'où 

o  =  vt  -h  h, 
OÙ 

^  ==  2  ^'^  "^' ~ 2  ^' ^^'j '  ^'  "  2l  ''^  "^J  ^^Pj'^'-i- 

Aux  équations  (i)  nous  adjoindrons  les  intégrales  des  aires  que 

nous  écrirons 

U  =  const.,         V  =  const., 

en  conservant  aux  lettres  U  et  V  la  même   signification  que  dans 
les   Chapitres  IX  et  X.   Dans  le    cas  où   l'on  est   ohligé   d'avoir 
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recours  à  l'artifice  du  n"  178,  c'est-à-dire  de  rapporter  le  système 

à  des  axes  mobiles  tournant  autour  de  l'axe  des  x^,  les  équations 

deviennent 

,    ,  dL  d(F  -+-  7.1J.U) 

^'''^  'dt  ^  ^7X  ' 

[équation  (20)  du  n"  178]. 

jNous  avons  trouvé  alors,  au  n°  179,  C|ue  U  et  V  au  lieu  d'être  des 
constantes  sont  proportionnels  au  cosinus  et  au  sinus  de  a.u.t  -|-  //, 
de  sorte  que  Ton  peut  écrire 

K  et  h  sont  des  constantes  réelles  et  K.  dépend  des  constantes  W 
etE. 

En  effet, 

s'exprimant  aisément  à  l'aide  des  L/f,  des  ^/(Ct  des-/]/,,  est  une  fonc- 
tion des  W,  des  E,  des  w'  et  des  iv"  ;  comme  d'ailleurs  c'est  une 
constante,  elle  ne  pourra  dépendre  des  w'  et  des  «'",  mais  seule- 
ment des  W  et  des  E. 

Observons  maintenant  que  les  équations  du  mouvement  ne 
cbangent  pas  quand  on  fait  tourner  tout  le  système  d'un  angle  s 
autour  de  l'axe  des  X3.  Cette  propriété  est  vraie  des  équations 
ordinaires  du  problème  des  trois  corps;  elle  est  vraie  également 
des  équations  (2)  [équation  (20)  du  n"  178]. 

On  doit  donc  pouvoir  donner,  aux  constantes  d'intégration 

des  accroissements  tels  cpie  tout  le  système  tourne  d'un  angle  î 
autour  de  l'axe  des  ^3,  c'est-à-dire  que 

(3)  L/c,      ^^A',      ^, +  £>]/■,      \h— i-r^k 
se  changent  en 

(4)  U-,     Xa+£,     {\k-^iruc)e-i-,     {\k— i-r\k)<i''=-- 

Et  en  effet  si  nous  faisons  la  transformation  qui  consiste  à  rem- 
placer les  quantités  (3)  par  les  quantités  (4)  (s  étant  un  angle 
constant  quelconque),  les  équations  du  mouvement  ne  changeront 
pas;  donc  on  devra  retomber  sur  une  nouvelle  solution  particulière 
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cle  ces  équations,  coi'respondant  à  de  nouvelles  valeurs  des  con- 
stantes d'intégration. 

Si    l'angle  s  est  infiniment  petit,   les   accroissements  des  con- 
stantes d'intégration  seront  des  infiniment  petits 

Il  en  résultera  pour 

A,     B,     G,     G',     K,     n'j,     y) 
des  accroissements 

ôA,     oB,     oG,     oC',     oK,     6/iy,     oyy, 

pour  ce'  un  accroissement  oiv"-  et  pour  cp  un  accroissement 

OO   =^    t  ryi  -\-  0//, 

OÙ 

D'un  autre  côté,  D^,  À;;,   ç/(+ r/]^)   i/i  —  ^'^lA  devront  subir  des 
déplacements 

G,        S, 

(  U  +  î'1/.)  «  £  =  —  f  £  2  G  e'?, 

de  sorte  que  l'on  aura 

o  =  V  SA  e''?    -^  t'y  A  ov^e'Ç    -}-  îV  A  S/ze'9, 

£  =  t  on/.-+-  07TT/,-l-  ^  ôB  e'?    -^  i'  5]  '^  ^'^  '^'^    "^  ^  S  ^  o/ie'?, 
(5)     •( 

-  î£  y  G  e'?    =  V  oG  e'9    -^  ^''^  G  ov^e'?   +  i  V  G  ÔAe'?, 


y  G'e-'?  =  Y  oG'e-'?  -  f  Y  G'  ov  <e-'9—  j  V  G' 


o/j  e-'9. 


Les  deux  membres  des  équations  (5)  sont  développés  suivant 
les  puissances  de  t  (qui  ne  figure  d'ailleurs  qu'à  la  puissance  o  et 
à  la  puissance  i)  et  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples 
des  n'jt  et  des  y'^.  Ces  deux  membres  sont  donc  de  la  forme  des 
fonctions  considérées  dans  le  lemme  du  n"  107.  Ce  lemme  s'applique 
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donc;  c'est-à-dire  que  nos  équations  ne  peuvent  avoir  lieu  que  si 
les  termes  semblables  se  détruisent. 

Donc  les  termes  en  ?,  ou  en  ^e'?,  qui  ne  figurent  pas  dans  le  pre- 
mier membre,  doivent  s'annuler  dans  le  second. 

Donc  :   i"  on  aura 

on^.  ^  o  ; 

2''  Pour  tous  les  termes  dont  le  coefficient  A,  B,  G  ou  G  n'est 

pas  nul,  on  aura 

ov  =  o. 

Or  les  termes  les  plus  importants  du  développement  de  ^A^t  if\k 
sont  ceux  que  nous  avons  trouvés  au  Chapitre  VIII.  Ce  sont  des 
termes  en 

Us  ne  s'annulent  pas  en  général  et  ils  ne  peuvent  se  réduire  avec 
les  termes  suivants  puisqu'ils  sont  beaucoup  plus  grands  que  tous 
les  autres  quand  [j.  et  les  E  sont  très  petits.  Or  si  cp  =  (v' ,  on  a 

on  a  donc 

oyj=o. 

Les  lï'i^  et  les  y'-  sont  des  fonctions  des  constantes  W  et  E;  alors 
une  question  se  pose  :  des  3/i  équations 

(6)  ô/i;=8y;=:o 

peut-on  déduire  les  3/2  équations 

(7)  8W=oE  =  o? 
La  réponse  est  aisée;  on  a  évidemment   ' 

donc,  si  le  déterminant  fonctionnel  des  /i^  et  des  y'  par  rapport  aux 
W  et  aux  E  n'est  pas  nul,  c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  de  relation 
entre  les  fonctions  n'^  et  y^,  les  équations  (6)  entraîneront  les 
équations  (7). 

Si  toutes  les  planètes  se  meuvent  dans  un  même  plan,  de  telle 
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façon  qu'il  n'j  ail  pas  à  se  préoccuper  des  inclinaisons,  on  a 
seulement  n  arguments  w"  et  n  arguments  (v',  et,  entre  les  in 
coefficients  correspondants  n'  et  y',  il  n'y  a  aucune  relation  (nous 
reviendrons  sur  ce  point  au  numéro  suivant). 

Si  toutes  les  planètes  ne  se  meuvent  pas  dans  un  même  plan  de 
telle  façon  cjue  l'on  ait  à  tenir  compte  des  inclinaisons  et  cjue  l'on 
ait  à  employer  l'artifice  du  n"  178,  il  y  aura  une  relation,  puisque 
l'on  aura,  d'après  le  n°  179, 


c'est-à-dire  que  y^/î  est  une  constante  indépendante  des  E  et  des  W 
Dans  ce  cas,  il  conviendra  d'envisager  la  constante 


c'est  la  projection  du  vecteur  des  aires  sur  le  plan  des  x^Xy\  elle 

ne  change  donc  pas  quand  l'on  fait  tourner  tout  le  système  d'un 

angle  e  (ce  cjui  revient  à  un  changement  d'axes  de  coordonnées  où 

l'axe  des  x^  et  le  plan  des  X\  X2  sont  conservés). 

On  aura  donc 

oK  =  o. 

Or  entre  les  /i^,  les  y'-  (en  exceptant  y.',^J  et  K,  il  n'y  a  aucune 
relation  (je  reviendrai  sur  ce  point  au  numéro  suivant).  On  pourra 
donc  tou^jours  raisonner  de  la  même  manière  et,  des  équations  (6) 
auxquelles  on  adjoint  oR^  o,  on  pourra  déduire  les  écjuations  (  j) 

oW  =  SE  =  o. 

Comme  A,  B,  G,  C  ne  dépendent  que  des  ^\  et  des  E,  on  en  con- 
clut 

oA  =  oB  =  8G  =  oC  =  o, 


et  nos  équations  (5)  deviennent 


;   7    A  ohe''^, 


(5  bis^ 


^1 


.  y  Ce-'?  =  —  t  y  G'  oA e-'?. 
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La  première  de  ces  équations  nous  apprend  que,  pour  tous  les 
termes  de  L^,  on  a 

o/i  =  o. 
De  même  on  a 

oh  =  o, 

pour  tous  les  termes  périodiques  de  àa- 

D'autre  part,  la  deuxième  équation  nous  montre  en  outre  que 

OTÂT/,-  =  £ . 

Enfin  les  deux  dernières  équations  nous  montrent  que  pour  tous 
les  termes  de  ^^  ou  de  r^k^  on  a 

SA  =  -  £. 

11  en  sera  de  même  pour  tous  les  termes  de  ç^.  et  r,^,  où  les  ^'j.  et 
les  r\i^  sont  liés  aux  ^^  et  aux  r,^  par  le  changement  linéaire  de 
variables  du  n°  i51. 

Or  parmi  les  termes  de  \k~\-  i'']/(,  il  y  a  des  terjues  en 

qui  ne  s'annulent  pas  puisque  leur  coefficient  est  très  voisin  de  E/, 
pour  u.  et  E;^  très  petits. 
Pour  ces  termes  on  aura 

et  par  conséquent 
On  a  donc 


07ÎT,.  ==  —  £. 


11  vient  donc  en  général 


oh 


D'où  cette  conséquence  : 


2'v-i:/';)- 


Pour  tous  les  termes  de  L^  et  de  A^  on  a  entre  les  entiers  kj  el  pj 
la  relation 


l^'-l 


Pj  =  o. 
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Pour  tous  les  termes  de  ^/t  et  de  r,/i,  on  a 


2 '.-2 


Pj 


Ces  résultats  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  obtenus 
aux  n"^  116  et  162.  Remarquons  que  nous  aurions  pu  raisonner 
ici  comme  aux  Chapitres  VI  et  Vil  et  inversement  qu'au  Cha- 
pitre VII  nous  aurions  pu  raisonner  comme  nous  le  faisons  ici. 

188.  yVu  numéro  précédent  nous  avons  annoncé,  sans  le  dé- 
montrer, cju'il  n'y  avait  pas  de  relation  entre  les  n'  et  les  y'  si  toutes 
les  planètes  se  meuvent  dans  un  même  plan  et  que,  dans  le  cas  con- 
traire, il  n'y  a  pas  de  relations  entre  les  n' ^  les  y'  et  R.  Nous  en 
avons  conclu  les  équations 

oW  =  oE  =  G. 

Il  serait  aisé  de  vérifier  cette  assertion  en  se  bornant  aux  pre- 
miers termes  des  développements,  mais  on  peut  arriver  au  résultat 
par  une  voie  plus  simple. 

Reprenons  en  effet  les  variables  ^'^.  et  y]^  qui  sont  liées  aux  \]^  et 
aux  7]/!f  par  les  relations  linéaires  du  n°  151;  on  pourra  les  déve- 
lopper sous  la  même  forme  et  écrire 


^^ 


^^  =  ^«-^2^ 


e'?, 


en  mettant  en  évidence  le  terme  tout  connu  D^  ;  de  même  dans  le 
développement  de  La  je  puis  mettre  en  évidence  le  terme  tout 
connu  et  écrire 

Quand  je  ferai  tourner  tout  le  système  d'un  angle  s,  on  voit  que 
H'/:  +  7]^-  ne  change  pas,  et  il  en  est  de  même  de  L^  ;  on  a  donc 

SD'j -h  V  3D  e'9  H- i  V  D  ocp  e'?  =  o, 
oA^-H  %   oAe'?H- i  7  Aooe'?=o. 

Les  termes  tout  connus  doivent  s'annuler,  d'où 

(8)  oDâ  =  o,         (îA;î=q. 
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Les  D^  et  les  A^  sont  des  fonctions  des  W  et  des  E.  Les  équa- 
tions (8)  entraînent-elles  les  équations  (7)?  Il  suffît  pour  cela, 
comme  nous  l'avons  dit,  C[u'il  n'y  ait  aucune  relation  entre  les  D^' 
et  les  Aq.  Or  cela  est  aisé  à  vérifier. 

Il  suffit  de  faire  la  vérification  pour  [jl  =  o.  Or,  pour  \>.^^o,  on  a 

et  par  conséquent 

A/--=W/,. 

Pour  u.  =  o,  les  ;a,  les  rik,  les  ç^  et  les  -^^  se  réduisent  à  leurs 
temnes  de  rang  zé/'o,  c'est-à-dire  à  leurs  valeurs  telles  qu'elles  ont 
été  calculées  dans  le  Chapitre  IX. 

Il  nous  suffira  de  faire  la  vérification  pour  les  petites  valeurs  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  c'est-à-dire  pour  les  petites 
valeurs  des  E/t.  Il  est  clair  en  effet  que,  s'il  y  avait  des  relations 
entre  les  A"  et  les  D",  ces  relations  subsisteraient  quand  on  rédui- 
rait les  développements  à  leurs  termes  de  degré  le  moins  élevé. 

Or,  pour  les  petites  valeurs  des  E/f,  nous  pouvons  réduire  les  ^a 
et  les  riA-  aux  premiers  termes  de  leurs  développements  suivant  les 
puissances  des  E^,  c'est-à-dire  à  leurs  valeurs  telles  qu'elles  ont  été 
calculées  dans  le  Chapitre  VIII.  On  a  alors 


et  par  conséquent 

n  ^ F  2 


11  n'y  a  donc  aucune  relation  entre  les  Aq=  Wa  et  les  Dy=  E|. 


Donc  les  équations  (8)  entraînent  les  équations  (7)  et  par  con- 
séquent 

oA  =  oB  =  oG  =  oG'=  o. 

On  peut  poursuivre  l'analyse  comme  au  numéro  précédent. 

189.  On  peut  en  déduire  des  conséquences  sur  la  façon  dont  les 
n'^  et  les  y'  dépendent  du  coefficient  a  qui  figure  dans  les  équa- 
tions (20)  du  n"  178  [équation  (2)];  appelons  (2  bis)  ce  que  de- 
viennent les  équations  (2)  quand  on  y  remplace  a  par  a-f-  8a  en 
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donnant  à  a  un  accroissement  §a.  Alors  à  une  solution 

L/.-,     hc,     h--^^'rik,     U—ifïk,      '^k'^'n'/r 
des  équations  (2)  correspondra  une  solution 

des  équations  (2  bis). 

D'autre  part  on  pourrait  concevoir  que,  pour  passer  d'une  solu- 
tion particulière  des  équations  (2)  à  la  solution  correspondante 
des  équations  (2  bis).,  il  fût  nécessaire  de  donner  aux  constantes 
d'intégration  de  petits  accroissements. 

Les  coefficients  A,  ...,  v,  ...  subiront  également  des  accroisse- 
ments, d'une  part  parce  qu'ils  dépendent  de  ces  constantes  et 
d'autre  part  parce  qu'ils  dépendent  de  a.  Nous  sommes  donc  con- 
duits aux  formules  suivantes,  analogues  aux  équations  (5),  où 
toutefois  nous  avons  mis  en  évidence  comme  au  numéro  précédent 
les  termes  tout  connus  ôA"  et  SD"  : 

G  =  oA°.-i-  %   ôA  €'■■?   -+-  t 'V  A  ov  ^e''9    +  i  ^  A  SA  e'?, 

t\x'h'x  =  t  In'i^  -+-  OTO/,.  -h  2,  '^^  ^'''^   ~^  ^Z^^  '^^  ^^'*   -:-  i  \   B  o/i  e'9, 

(9)     /  —  it  [x  8a  V  G  e'=?    =  '^  ^G  e'?    -h  f  V  G  ôv  fe'?   +  i  V  G  SAe'?, 

it  [X  §a  V  G'e-'?  =  V  oC'e  -'9—  ^  V  G'  ov  te-i'^—  ï  V  G'  ^he-'--?, 

o  =  oD/°.-H  V  oD  e'?   H-  i  V  D  ov  /e'9    -H  t  V  D  S^e'?. 

Égalons  encore  ici  les  termes  sem.blables;  nous  trouverons 
d'abord 

oAy.=  o,      oDy.  =  o, 

d'où 

ÔW  =  oE  =  o. 

Nous  voyons  ensuite  que  ov  et  ùJi  sont  nuls  dans  les  développe- 
ments de 

L/.-,     >^.v,     ^k  +  n'k 
et  que 

010/^.  =  o. 

Mais  le  point  le  plus  important  au  point  de  vue  qui  nous  occupe. 
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c'est  que  l'on  a,  en  égalant  les  termes  en  /  dans  la  seconde  équa- 
tion 

[i.  oa  =  on/,.. 

et  en  égalant  les   lermes  en  ?e'?  dans  la  troisième  et  la  quatrième, 

—  [j.  oa  =  ov, 

et  cela  pour  tous  les  termes  de  q^  et  de  7)^  dont  le  coefficient  n'est 
pas  nul.  Or,  parmi  ces  termes,  il  J  a  comme  nous  l'avons  vu  des 
termes  en 

E/,e'H, 
OÙ 

On  a  donc 

5y;,  =  a  oa. 

Ainsi  tous  les  ô«^  et  les  oy^j  sont  égaux  entre  eux;  les  dilférences 
n'/. —  n':,  y^.  —  y'-,  n'f. —  y'-,  sont  donc  indépendantes  de  a.  Comme 
nous  avons  vu  d'autre  part  que  yl,^  est  égal  à  ajj.,  nous  pouvons 
conclure  que  n^ —  c/.u.  et  y^. —  aij.  sont  indépendants  de  a. 

Dans  les  développements  de  L^  et  de  X^,  on  a 

d'où 

"^ = 2  ^'^  '^'j  "  2  ^'■'  '' •'■  ""  2  ''^  ■"■'""''  ''•  *  ~  2  ^'■'  '  ^''•'  ~  "■  ''■  *  ■ 

ce  qui  montre  que  v  est  indépendante  de  a. 

Si  donc  on  regarde  les  constantes  to  et  m'  comme  indépendantes 
de  a,  l'angle  cp  sera  indépendant  de  a,  et  il  en  sera  de  même  de 
\v\  —  au.;.  Il  en  sera  donc  de  même  de  La  et  de  \k—  "^[J-l. 

Quand  donc  a  se  changera  en  a  +  oa,  les  quantités  L/;  et  X^  se 
changeront  en  La  et  Xa+  2a  [jlL 

Dans  les  développements  de  ça  et  j^-a,  on  a 

et  par  conséquent 

''  =  2  ^'^ '^'j  ~ 2  ^'' ^^''  ^  2  ^'^' ^ "•'■  ~  "''"'■  ^~^^J^ ^^'j  "  ^'■^'- ) ~  ''''-'' 
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ce  qui  prouve  que  v  —  ajj.  est  indépendant  de  a,  et  par  conséquent 
que  cp  +  a[j.Z  est  indépendante  de  a. 
Donc 


(^/.■-l-  ii]/,)ei'=^V-^=  "V  G e^'Ç+aSJ-') 


est  indépendant  de  a,  et  il  en  est  de  même  de 

Gela  veut  dire  que  quand  on  changera  a  en  a  +  5a,  les  expressions 
^k-h  i'f'ifi  et  Ik —  ir^/ç  se  changeront  en 

Donc  pour  passer  d'une  solution  des  équations  (2)  à  la  solution 
correspondante  des  équations  (2  bis),  il  suffit  de  changer  a  en 
a  +  Sa,  sans  rien  changer  aux  constantes  d'intégration  W,  E,  m,  to'. 

On  pourrait  d'ailleurs  se  borner  à  constater  qu'en  changeant 
dans  nos  développements 

w"     en     w"  -I-  Sa  |jl  ^, 
w'     en     w'  —  oajji^, 

en  conservant  les  mêmes  constantes  W  et  E,  on  change  Ly^,  \k-, 
Ik+i'^ik-,  Ik—  i'i\k  en  La-,  Xa+  ûa  <^t 

c'est-à-dire  que  l'on  passe  d'une  solution  des  équations  (2)  à  une 
solution  des  équations  (2  bis).  Cela  résulte  immédiatement  des 
relations 


2^-1: 


/?=   G, 


2^-2 


/?=  —  !, 


sans  que  l'on  ait  besoin  de  recourir  à  l'analyse  qui  précède. 

Tout  cela  nous  montre  que  le  passage  de  la  solution  générale 

des  équations   (2),   c'est-à-dire  des  équations  (20)   du  n°  178,   à 

celle  de  l'équation  du  mouvement  des  trois  corps  rapportés  à  des 

axes  fixes,  se  fait  d'une  façon  immédiate;  les  coefficients  des  déve- 

P.  -  I.  21 
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loppements  (A,  B,  C,  C)  ne  dépendent  pas  de  a;  seuls  les  moyens 
mouvements  dépendent  de  a  et  ils  en  dépendent  linéairement.  Il 
suffit  donc  de  donner  à  chacun  de  ces  moyens  mouvements  la 
valeur  qui  correspond  à  7.=  o. 

Dans  ces  conditions  l'un  d'eux  s'annule,  c'est  yi,^^.  Si  d'ailleurs 
nous  choisissons  le  plan  invariable  pour  plan  des5?,a;2)  la  quan- 
tité que  nous  avons  appelée  Eo„  s'annule  ;  de  sorte  que  les 
termes  qui  dépendent  de  l'argument  w'.-,^  disparaissent  d'eux- 
mêmes. 

190.  Conjonctions  symétriques.  —  Supposons  qu'à  l'époque 
^  :=  o  tous  les  astres  se  trouvent  dans  un  même  plan  que  j'ap- 
pellerai P  et  que  toutes  leurs  vitesses  soient  dirigées  perpendicu- 
lairement à  ce  plan. 

Nous  dirons  alors  que  les  astres  sont  en  conjonction  symétrique. 
Dans  ce  cas,  il  arrivera  que  si  Ton  compare  les  positions  d'un 
même  astre  à  l'instant  ^  et  à  l'instant  —  t  ces  deux  positions  sont 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  au  plan  P.  C'est  là  une 
conséquence  immédiate  de  la  symétrie  de  nos  équations. 

Nous  pouvons  supposer  que  Ton  ait  défini  les  constantes  m 
et  m'  de  telle  façon  que  les  arguments  w'  et  w"  s'annulent  au 
moment  de  la  conjonction  symétrique,  c'est-à-dire  pour  t=^o. 
Quand  nous  changerons  t  en  — /!,  c'est-à-dire  quand  nous  change- 
rons les  w'  et  les  w"  en  —  w'  et  —  w" ,  la  position  de  chaque  astre 
sera  remplacée  par  sa  symétrique  par  rapport  au  plan  P.  Si  nous 
choisissons  le  plan  P  pour  plan  des  x^x^.,  cela  veut  dire  que  L;^, 
Àa,  Ça-,  ''^iA-  se  changeront  en  La,  —  A^,  \k  et  —  '^a.  Donc  dans  nos 
dé{>elop peinents  procédant  suivant  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  des  w'  et  des  (v",  les  L^  et  les  Ha  ne  contiendront  cjue 
des  cosinus,  tandis  que  les  àa  et  les  y,a  /^c  contiendront  que  des 
sinus. 

On  pourrait  croire  qu'en  nous  imposant  la  condition  de  la  con- 
jonction symétrique,  nous  avons  restreint  la  généralité,  mais  en 
réalité,  nous  ne  l'avons  pas  fait  d'une  façon  essentielle.  Si  en  effet 
il  y  a  /z  +  I  corps  dont  le  centre  de  gravité  commun  est  supposé 
fixe,  c'est-à-dire  n  planètes,  il  nous  reste,  au  moment  de  la  con- 
jonction symétrique,  des  arbitraires  au  nombre  de  3/i,  à  savoir 
les  2/z  coordonnées  des  n  planètes  dans  le  plan  P,  pris  pour  plan 
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des  XiXs,  et  leurs  ?i  vitesses  dont  la  direction  nous  est  imposée, 
mais  dont  la  grandeur  reste  arbitraire.  Nous  pouvons  alors  profiter 
de  cette  indétermination  pour  choisir  arbitrairement  les  3/i  con- 
stantes W  et  E. 

Or  nos  inconnues  ne  dépendent  que  de  ces  3/^  constantes  et  des 
3/1  arguments  w'  ei  w"  ]  nos  développements  qui  contiennent  les 
uns  seulement  des  sinus,  les  autres  seulement  des  cosinus  nous 
suffisent  donc  pour  nous  donner  la  solution  la  plus  générale.  En 
donnant  aux  constantes  tu  et  m'  la  valeur  zéro,  on  aura  la  solution 
particulière  qui  correspond  au  cas  de  la  conjonction  symétrique; 
en  leur  donnant  des  valeurs  quelconques  on  aura  la  solution  géné- 
rale . 

191.  D'autre  part,  si  nous  remplaçons  le  système  par  un  autre 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  plan  des  Xi  X2,  les  L  et  les  A 
ne  changeront  pas,  non  plus  que  les  variables  excentriques  tandis 
que  les  variables  obliques  changeront  de  signe. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  symétrie  des  équations,  si  les  positions 
initiales  des  deux  systèmes  ainsi  comparés  sont  symétriques  l'une 
de  l'autre  par  rapport  au  plan  des  XiXo,  il  en  sera  de  même  de 
leurs  positions  à  un  instant  quelconque. 

Soient  donc 

W/,,      E/,,      rn/,,      vy'f., 

les  valeurs  des  constantes  d'intégration  qui  conviennent  au  premier 
de  ces  deux  systèmes;  on  doit  pouvoir  trouver  d'autres  valeurs  de 
ces  constantes  qui  conviennent  au  second  système,  c'est-à-dire 
telles  qu'en  les  substituant  auxvàWûrs  primitives  de  ces  constantes 
on  change  le  signe  de  toutes  les  variables  obliques  sans  altérer  les 
autres  variables. 

Soit  alors,  pour  le  premier  système, 

un  terme  quelconque  de  l'un  de  nos  développements,  la  lettre  o 
ayant  la  même  signification  qu'au  n°  187. 

Soit  A'e'^?+'^^  le  terme  correspondant  pour  le  second  système. 
Les  deux  développements  devront  être  identiques  au  signe  près. 
Si  donc  on  a  affaire  à  L^,  1^  ou  à  une  variable  excentrique,  on 
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aura  (en  égalant  terme  à   terme  les  développements  correspon- 
dants) 

Ae'?=  A'e'^?-!-/''. 

Si  l'on  a  afFaire  à  une  variable  oblique,  on  aura  au  contraire 

Ae'9  =  — A'e''(?+/'', 

ce  que  l'on  peut  réaliser  de  deux  manières  : 

1°  En  faisant 

A  =  —  A',         h  =  o; 

2"  En  faisant 

A  =  A',         h  =  7z. 

Pour  fixer  les  idées  à  ce  sujet,  nous  supposerons  qu'il  y  ail 
conjonction  symétrique  à  l'instant  ^  =  o,  c'est-à-dire  que  les  con- 
stantes TTT  et  w'  soient  nulles.  Ainsi  que  nous  venons  de  le  voir, 
cela  ne  restreint  pas  la  généralité  d'une  manière  essentielle.   On 

aura  alors 

h  —  o, 

avec  A  =  A'  pour  les  L,  les  X  et  les  variables   excentriques  et 
A  =  —  A'  pour  les  variables  obliques. 

Rappelons  d'abord  que,  dans  les  conventions  faites  dans  les 
Chaj)itres  précédents,  les  indices  impairs  ont  été  affectés  aux 
variables  excentriques  ^  et  r,  ainsi  qu'aux  E  et  aux  w'  correspon- 
dants, tandis  que  les  indices  pairs  ont  été  affectés  aux  variables 
obliques  ^  et  rj  ainsi  qu'aux  E  et  aux  w'  correspondants. 

Que  deviennent  donc  les  constantes  W  et  E  quand  l'on  passe 
du  premier  système  au  second  symétrique  du  premier  par  rapport 
au  plan  des  a?,  a:"2? 

Je  dis  que  les  W  ne  changent  pas,  non  plus  que  les  E  d'indice 
impair,  tandis  que  les  E  d'indice  pair  changent  de  signe. 

D'abord  pour  les  W.  Nous  avons  vu  que  W^-  n'est  autre  chose 
que  la  valeur  moyenne  de 

^     ^  .^      d(\'i       ^    dwi 

prise  par  rapport  à  t  et  aux  w  (valeur  moyenne  qui  s'obtient,  je  le 
rappelle,  en  exprimant  tout  en  fonctions  de  i  et  des  (p  et  conservant 
seulement  les  termes  indépendants  de  t  et  des  (v).  Quand  l'on  veut 
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ensuite  tout  exprimer  en  fonctions  des  nouveaux  arguments  iv' 
et  (T''',  il  faut,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  Chapitre  X,  faire 

T  =  O,  Wi=   W'-^  gi 

puis  remplacer  LJ- ,  gi,  ^^ ,  -/i"  par  leurs  valeurs  en  fonctions  des  iv'. 
On  voit  que  les  termes  dépendant  de  t  disparaîtront  quand  on  fera 
T  =  o;  que  les  termes  indépendants  de  -,  mais  dépendant  des  (T', 
nous  donneront  des  termes  dépendant  des  ce",  tandis  que  les 
termes  indépendants  de  t  et  des  iv  nous  donneront  des  termes 
indépendants  des  iv". 

La  valeur  moyenne  par  rapport  à  -:  et  aux  (V,  ne  différera  donc 
pas  de  la  valeur  moyenne  par  rapport  aux  (v" .  D'autre  part 

dk  dX  d(\  d'f] 

dwi        dw\  dwi        dw'\ 

de  sorte  cpie  finalement  W/  n'est  autre  chose  que  la  valeur  moyenne 
par  rapport  aux  \v'  de 

Remarquons  en  passant  que  W,  étant  une  constante,  cette 
expression  (lo  hi&)  ne  peut  contenir  de  terme  indépendant  des  kv" 
et  dépendant  des  tv'.  Or  si  nous  nous  reportons  à  la  comparaison 
des  développements  du  Chapitre  XI,  nous  voyons  tout  de  suite 
que  les  termes  séculaires  purs  proviennent  du  développement  des 
termes  qui  dépendent  des  w'  sans  dépendre  des  «".  L'expres- 
sion (lo  bis\  ou  si  l'on  aime  mieux  l'expression  (lo),  ne  peut 
contenir  de  termes  séculaires  purs. 

C'est  là  une  généralisation  du  théorème  de  Poisson. 

Quoi  qu'il  en  soit,  quand  l'on  passe  du  premier  système  au 
second  L  et  \  ne  changent  pas,  H  et  'r\  ne  changent  pas  non  plus 
quand  l'indice  est  impair  (variables  excentriques)  ;  \  et  y]  changent 
de  signe  tous  deux  quand  l'indice  est  pair.  En  résumé,  l'ex- 
pression (lo  his^  ne  change  pas.  Donc  W/  ne  change  pas. 

C.     Q.     F.     D. 

Passons  aux  Ea.  Soit  Ayt  le  coefficient  de  coscc^  dans  l'un  de  nos 
développements;  comme  tous  nos  développements  doivent  pro- 
céder suivant  les  puissances  des  EycostVy,  EysintVy,  nous  devons 
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conclure  que  le  rapport 

E/, 

est  développable  suivant  les  puissances  des  E:-  ;  nous  avons  donc 
des  équations  de  la  forme 

A/,=  E/,'^/,(Ef,'El,  ...,  E2J         (/:  =  i,  2,  ...,  2«), 

crû  les  '^h  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  des  E^. 
De  ces  équations,  on  pourra,  par  le  théorème  sur  le  retour  des 
suites,  déjà  appliqué  aux  n"'  66  et  181,  tirer  les  Ey  en  séries 
ordonnées  suivant  les  puissances  des  Ay^.  Il  résulte  des  formules 
précédentes  que  quand  on  change  le  signe  de  E;;^,  celui  de  Kk 
change.  Il  en  résulte  que  le  développement  de  Ea  suivant  les 
puissances  de  A  doit  être  divisible  par  A/v  et  que  le  quotient 

E/, 
Ai.' 

ne  devant  pas  changer  quand  on  change  le  signe  de  l'un  quel- 
conque des  Ay,  procédera  suivant  les  puissances  des  Ay  et  que  l'on 
aura 

Ea-=  A/,^/,(Af,  A|,  ...,  A|„)         (A-=:i,  2,  ...,  271), 

les  <];  procédant  suivant  les  puissances  des  A^. 

Or  nous  venons  de  voir  que,  quand  on  passe  du  premier  système 
au  second  (qni  est  symétrique  du  premier  par  rapport  au  plan 
des  XiX^),  le  coefficient  A;i^  ne  change  pas  si  l'indice  k  est  impair, 
et  change  de  signe  si  cet  indice  est  pair.  Il  en  est  donc  de  même 
de  la  constante  E^.  c.   q.   f.   d. 

Nous  avons  vu  d'autre  part  que  tous  les  coefficients  A  du  déve- 
loppement des  L,  des  \  et  des  variables  excentriques  ne  changent 
pas  quand  on  passe  du  premier  système  au  second.  Tous  ces 
coefficients  sont  donc  de  degré  pair  par  rapport  aux  constantes  E/f 
d'indice  pair;  dans  chacun  de  leurs  termes,  la  somme  des  expo- 
sants des  constantes  E^  dHndice pair  est  donc  paire. 

Mais  ces  développements  procédant  suivant  les  puissances  des 
Eacosw^  et  des  E^  sintp^,  l'exposant  de  E^  est  de  même  parité  que 
le  coefficient  du  w'j  correspondant  (c/.  n"  69). 
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Donc  la  somme  <Ies  coefficients  des  arguments  «'^  cV indice 
pair  est  paire. 

Dans  les  développements  des  variables  obliques,  au  conlraire, 
chaque  coefficient  change  de  signe  quand  on  passe  du  premier 
système  au  second.  Donc,  inversement,  la  somme  des  exposants 
des  constantes  E^  d' indice  pair  est  impaire,  ainsi  cjue  la  somme 
des  coefficients  des  arguments  ^v'j^  d'' indice  pair . 

192.  Coordonnées  héliocentriques.  —  Les  coordonnées  hélio- 
centriques  rectangulaires  des  planètes,  leurs  rayons  vecteurs,  les 
cosinus  et  les  sinus  de  leurs  longitudes  et  de  leurs  latitudes,  leurs 
distances  mutuelles  sont  des  fonctions  uniformes  des  éléments 
canoniques  L,  ),,  ç,  v).  Comme  L/f,  )^;f —  <v'^,  ç^,  'r\k  sont  des  fonc- 
tions périodiques  des  arguments  (v',  (x",  il  en  sera  de  même  des 
coordonnées  héliocentriques,  des  distances  mutuelles,  etc.,  de 
sorte  qiie  ces  cjuantités  seront  développables  suivant  les  sinus  et 
les  cosinus  des  multiples  des  ce'  et  des  <v".  De  plus  elles  sont  déve- 
loppables suivant  les  puissances  des  E^fCoscr),.,  E/c  sincc)^.,  puisque 
les  éléments  canoniques  le  sont.  Ainsi  les  développements  des 
coordonnées  héliocentriques,  des  distances  mutuelles,  etc.  seront 
de  la  forme 


z-^nc^ïv™:  i'v..')-i: 


Les  coefficients  constants  A  dépendant  seulement  des  W  et  de  [;., 

et  I  I  (E'J')  désignant  le  produit  de  2  ;i  facteurs  de  la  forme  EJ'.  En 

raisonnant  comme  au  n"  69,  on  verrait  d'ailleurs  que 

qj  =  Pi        (mod->)  qi'^\PjV 

Quand  nous  ferons  tourner  tout  le  système  d'un  angle  s  autour 
de  l'axe  des  ^Ts,  c'est-à-dire  d'après  le  n°  187,  quand  nous  change- 
rons w-  et  W:  en  w":-\-z  et  w'. —  s,  les  distances  mutuelles  des 
n  -h  I  corps  ne  changent  pas;  il  en  sera  de  même  des  coordonnées 
héliocentriques 

OU 

relatives  à  l'axe  des  x-]. 
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Les  coordonnées  relatives  aux  axes  des  x^  et  des  x-2  subiront  au 
contraire  un  changement;  il  est  clair  en  effet  que 

ce  1  — [     Jj  oc  ^  «        Ou'^     î     1 1//  Q  ^        ■  ■  • 

se  changeront  en 

tandis  que 

Xx  —  ix<i^      Xj,  —  ix-g,, 
se  changeront  en 

{x'x  —  ix'.y)e-^^,     (x[ — ix'~)e-'-,     .... 

(Xi  1X2)  e^^^,        {X;^  — -1X^)6-'^,        .... 

Il  en  résulte  que 

dans  le  développement  des  distances  mutuelles  et  des  coordonnées 

X-^.       X^  ,        .  .  .  ,       X3,       X(i,        .  .  . 

et  que 

dans  le  développement  des  coordonnées 

A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  au  plan  des  x,  x^  {cf.  n"  190), 
les  développeuients  de 

^lî       ^3î       ^4î        "^G'         •••?       X  i^       X^j       X  '^,  j       .^Gî         •  •  • 

ne  contiennent  que  des  cosinus,  et  il  en  est  de  même  de  ceux  des 
rajons  vecteurs  et  des  distances  mutuelles. 
Au  contraire,  les  développements  de 

ne  contiennent  que  des  sinus. 

A  cause  de  la  symétrie  par  rapport  au  plan  des  X\.Xi  (cf.  n"  191), 
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les  développements  de 

3C  ■  ,        X .)  m         "^  i,  )         ^  'il  •'*?         "^'Ij         i/-^»         *^'frï         "^aj  ••• 

jouissent  de  cette  propriété  que  les  deux  sommes 

2  S'y.      2  ^^' 

sont  paires  quand  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  valeurs 
paires  de  V  indice  j . 

Il  en  est  de  même  pour  les  distances  mutuelles  et  les  rayons 
vecteurs. 

Au  contraire,  dans  les  développements  de 

ces  deux  sommes  sont  impaires. 

193.  Nombre  des  arguments.  —  Supposons  qu'il  j  ait  n  +  i 
corps,  soit  n  planètes  ;  le  nombre  des  arguments  est  de  3  /i,  à  savoir 
2 /z  arguments  w'  et  n  arguments  tv".  Si  l'on  rapportait  le  système 
à  des  axes  mobiles  de  façon  à  retomber  sur  les  équations  (20) 
du  n°  178,  tous  ces  arguments  seraient  distincts;  car  il  n'y  aurait 
entre  les  moyens  mouvements  n\  et  —  y^-  aucune  relation  linéaire 
à  coefficients  entiers. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  si  nous  prenons  des  axes  fixes 
(c'est-à-dire  si  nous  faisons  a  =  o  dans  les  éc[uations  (20)  du 
n"  178).  Dans  ce  cas,  en  effet,  l'un  des  moyens  mouvements  y^^  est 
nul,  de  sorte  que  l'un  de  nos  arguments  w'.j^  se  réduit  à  une  con- 
stante. Nous  n'avons  plus  alors  que  S/z  —  i  arguments  distincts. 

Observons  que,  si  nous  prenons  le  plan  invariable  pour  plan  des 
:r,  ^^2  5  on  a 

Ej„  =  G. 

Pour  nous  en  rendre  compte  supposons  de  nouveau  a  différent  de 
zéro  et  reprenons  les  équations  démontrées  plus  haut  (c/.  179)  : 

U  =  K  sin(a;j.^  +  ^0;         V  =  K  cos(ûcij.i  -i-  A)  ; 

nous  avons  vu  que  ajxZ  +  /i  n'est  autre  chose  que  w\^  ;  il  en  résulte 
que  K  contient  en  facteur  Eo,?;  si  donc  je  fais  E2«:=o,  les  deux 
quantités  U  et  V  seront  constamment  nulles,  c'est-à-dire  que  le 
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vecteur  des  aires  sera  constamment  normal  au  plan  des  XiXo] 
ainsi  la  condition  Eo„=  o  équivaut  à  celle  que  le  plan  des  ic,  .To  et 
le  plan  invariable  coïncident. 

Pour  passer  du  cas  où  a  n'est  pas  nul,  à  celui  où  a  est  nul,  il 
suffit  de  conserver  les  mêmes  développements  mais  en  attribuant 
aux  moyens  mouvements  d'autres  valeurs  [cf.  n"  189  in  Jine).  La 
condition  pour  que  les  deux  plans  coïncident  restera  donc  la 
même,  c'est-à-dire  E2«=  o. 

Si  l'on  fait  E2«=  o,  tous  les  termes  qui  dépendent  de  l'argu- 
ment w'.,^  disparaissent;  dans  ceux  qui  resteront,  nous  aurons 
donc 

pour  certaines  de  nos  coordonnées,  et 

pour  d'autres  coordonnées  et  pour  les  distances  mutuelles  et  cela 
en  donnant  à  V indice  j  de  pj  toutes  les  valeurs,  sauf  j  ^  2n. 
Les  distances  mutuelles  auront  donc  un   terme  général  de   la 
forme 

A  cos  [^  kj  w"j  H-  2  Pj  w'j^ , 
où 

ou  ce  qui  revient  au  même 

A  cos  ^  kj(w"j-+-  f'^2n^l)+y^Pj(^'j  —  ^'^2,1-1  )     , 

où  l'indice  de  kj  peut  prendre  les  valeurs 

I,      2,      ...,      « 

et  celui  de  pj  les  valeurs 

I,     a,      ...,      2,1  — -2. 

Donc  les  distances  mutuelles  ne  dépendent  que  des  o  —  i 
arguments 
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Cela  a  été  démontré  en  choisissant  le  plan  invariable  pour  plan 
des  Xi-T-y',  mais,  les  distances  mutuelles  étant  indépendantes  du 
choix  des  axes,  cela  reste  vrai  quel  que  soit  le  plan  des  ^,370 
choisi. 

En  particulier  les  dislances  mutuelles  clans  le  cas  du  pro- 
blème des  trois  corps  dépendent  de  cjuatre  arguments. 

Si  le  mouvement  est  plan,  nous  n'avons  que  n  arguments  «r"  et 
n  arguments  w'  \  tous  ces  arguments  sont  distincts,  de  sorte  que  les 
coordonnées  dépendent  de  in  arguments.  Les  développements  des 
distances  mutuelles  satisfont  à  la  condition 

i:'.-i:.^o. 

Les  distances  mutuelles  ne  dépendent  donc  que  de  in  —  i  argu- 
ments (3  dans  le  cas  des  trois  corps). 

Supposons  maintenant  que  l'une  des  masses  soit  infiniment 
petite.  Dans  ce  cas  nous  aurons  n  corps  (/î  —  i  planètes)  dont  les 
coordonnées  dépendront  seulement  de  3/?.  —  4  arguments 

u-;,    w\,    ...,    (p;_i,     w'\„ 

^'^'■i,       '*'si        •••.        ^'''in~-i,       "'271-1, 
(X'i,       (ï'^,       ...,       iv',„^,. 

Tout  se  passera  en  effet  pour  eux  comme  si  la  masse  infiniment 
petite  n'existait  pas,  puisque  son  action  est  trop  petite  pour 
troubler  leurs  mouvements.  Quant  à  la  masse  infiniment  petite, 
ses  coordonnées  dépendront  en  outre  des  trois  arguments  nou- 
veaux 

w\,    w[,    f^;. 

Quant  aux  distances  mutuelles  des  n  gros  corps,  elles  dépendront 
de  on — 5  arguments  seulement;  celles  du  petit  corps  aux  gros 
corps  dépendront  de  3/i — 2  arguments,  c'est-à-dire  toujours  de 
trois  arguments  nouveaux. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  trois  corps  seulement 
dont  l'un  infiniment  petit.  Cela  revient  à  supposer  dans  le  cas 
précédent  n  =  2  ;  on  n'a  plus  alors  que  deux  gros  corps;  mais  les 
coordonnées  des  deux  corps,  dont  le  mouvement  est  alors  képlé- 
rien,  ne  dépendent  plus  de  3  n  —  4  ==  3  .  2  —  4  =  2  arguments,  mais 
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d'un  argument  seulement;   cela  tient  à  ce  que  le  périhélie  étant 
fixe,  l'argument  w!,„_,  =  (Vg  se  réduit  à  une  constante. 
Les  coordonnées  du  petit  corps  dépendent  alors  de 


ou  (puisque  Wg  est  une  constante)  de  quatre  arguments  distincts 
seulement. 

La  distance  mutuelle  des  deux  gros  corps  dépend  alors  d'un 
seul  argument  distinct  iv",  et  la  distance  du  petit  corps  aux  deux 
gros  dépend,  comme  ses  coordonnées,  de  quatre  arguments  dis- 
tincts. 

Je  voudrais  faire  voir  que  iv'.^  représente  bien  la  longitude  du 
périhélie  de  l'orbite  de  la  grosse  planète  et  cjue  tr',^  représente  la 
longitude  du  nœud;  et  surtout  que  E3  s'annule  avec  l'excentricité 
de  cette  orbite,  et  E,,  avec  son  inclinaison. 

Si  nous  égalons  E.,,  à  zéro,  le  plan  des  Xiû;.2  se  confond  avec  le 
plan  invariable  qui  n'est  autre  chose  dans  le  cas  actuel  que  le  plan 
de  l'orbite  de  la  grosse  planète. 

Dans  ces  conditions,  tous  les  termes  dépendant  de  tp^  dispa- 
raissent de  tous  les  développements.  Supposons  maintenant  de 
nouveau  que  a  ne  soit  pas  nul,  c'est-à-dire  que  notre  système  soit 
rapporté  à  des  axes  tournants.  Dans  ce  cas  les  coordonnées  de  la 
grosse  planète  dépendent  de  deux  arguments  distincts  <t\',  et  iv'.^ 
dont  les  moyens  mouvements  sont  respectivement 

dwl  dw'.,_ 

dt     ~  '  2"^  ■'•'<'■'  dt     ~  ~"    ''■'"' 

celles  de  la  petite  planète  dépendent  des  cinq  arguments  w\ ,  ^v\ , 

/       Il        I 

^■z^  «'2^  «^3• 

Quand  l'excentricité  est  nulle,  les  coordonnées  de  la  grosse  pla- 
nète sont  proportionnelles  à  costv!,,  sintv!,,  elles  ne  dépendent 
donc  plus  de  «'3,  ce  qui  veut  dire  c|ue  £3  =  0.  Si  £3=0,  tous 
les  termes  dépendant  de  w'.^  doivent  disparaître  de  tous  les  déve- 
loppements. 

Donc,  si  V excentricité  de  V orbite  de  la  grosse  planète  est 
nulle,  les  coordonnées  de  la  petite  planète  et  ses  distances  avix 
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deux  autres  corps  pourront  se  développer  suivant  les  sinus  et  les 
cosinus  de 

kl  (v'I  H-  A-2  n^'i  -+-pi  w[  -+-p2  w'^ 

(ps  et  pf,  étant  nuls)  et  Ton  aura 

kl  -+-  k^  —  pi  —  py=  o 
pour  les  distances  mutuelles,  et  pour  X:^ 

kl^  k2  —  pi—p-2=  I, 

pour  Xi  et  pour  Xo. 

Si  nous  supposons  de  plus  £0=0,  tous  les  termes  dépendant 
de  iv'.,  disparaîtront.  Comme  dans  la  troisième  coordonnée  J?;), 
tons  les  termes  sont  d'ordre  impair  par  rapport  aux  E  d'indice 
impair  (cf.  n°  191),  c'est-à-dire  par  rapport  à  Eo,  tous  ces  termes 
s'annuleront  et  x-i  sera  constamment  nul.  La  petite  planète  restera 
constamment  dans  le  plan  de  l'orbite  de  la  grosse  planète.  JNous 
retombons  sur  \e  problème  restreint. 

Dans  ce  cas,  les  distances  de  la  petite  planète  aux  deux  autres 
corps  procèdent  suivant  les  cosinus  de 

où 

Pi  =  kl  -+-  /C2. 

Elles  dépendent  donc  de  deux  arguments  seulement 


Rappelons  que  les  moyens  mouvements  —r-  sont  finis,  tandis 

que  les  moyens  mouvements  -~  sont  très  petits  de  l'ordre  de  [i. 

Dans  le  problème  restreint,  on  voit  immédiatement  que  les  moyens 

mouvements 

d{  w\  -f-  w[  )        d(  ix'\  ~h  n'\  ) 
dt  '  dt 

sont  tous  les  deux  finis.  C'est  là  l'une  des  raisons  de  la  simplicité 
relative  du  problème  restreint;  c'est  pour  cela  que  ce  problème 
jouit  des  propriétés  simples  démontrées  au  Chapitre  VII. 
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194.    Solutions  périodiques.  —  Supposons  que  l'on  fasse 
El  =  E2  =  . .  .=  E2,t=  o, 

on  aura  une  solution  particulière  qui  ne  dépendra  que  des  argu- 
ments w"  et  pas  des  arguments  (v'. 

Dans  le  cas  du  problème  des  trois  corps,  les  distances  mutuelles 
dépendent  alors  des  cosinus  de 

Comme  tous  les  p  sont  nuls  on  aura 

/.  =  o,         /,-,  =  — Al, 


1 


de  sorte  que  nos  distances  mutuelles  dépendent  de  l'argument 
unique 

Ce  sont  donc  des  fonctions  périodiques  du  temps.  Nous  retom- 
bons ainsi  sur  les  solutions  périodiques  de  la  première  sorte 
étudiées  au  Chapitre  III  du  Tome  I  de  mon  Livre  sur  les  Méthodes 
nouvelles  de  la  Mécanique  céleste.  Ce  sont  des  solutions  rigou- 
reuses. 

19o.  Choix  des  constantes.  —  Dans  le  Cliapilre  X,  nous  avons 
adopté  comme  constantes  fondamentales  les  valeurs  initiales  L^% 
X",  ^",  Yi"  ;  j'ai  expliqué  au  Chapitre  VI  comment  un  choix  difte- 
rent  est  possible  et  comment  on  peut  par  exemple  prendre  au  lieu 
des  valeurs  initiales  les  valeurs  moyennes.  Il  semble  qu'ici,  le  choix 
le  plus  convenable  serait  le  suivant. 

On  prendrait  encore  les  valeurs  initiales  ^j*  et  y;"  des  ^i  et  des  r,/, 
on  prendrait  les  valeurs  initiales  \^-  des  X,  et  on  les  choisirait 
égales  à  zéro.  Mais  au  lieu  des  LJ*  on  prendrait  les  W^,  c'est- 
à-dire  les  valeurs  moyennes  des 

^^      dwi       ^1^     dwi 

Voici  comment  devrait  alors  être  dirigée  l'application  de  la 
méthode  de  Lagrange  et  les  approximations  successives  du  Cha- 
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pitre  V.  En  première  approximation,  on  prendrait 

Nous  poserons 

h  =  Wi  +  ôAj, 
b  =  ^?  +  ob, 

En  /iieme  approximation,  on  prendrait 


dt. 


en  remplaçant  dans  ——  les  inconnues  par  leurs  valeurs  de  [n  —  i)'^""^- 

approximation;  Lj  n'est  pas  entièrement  déterminé,  il  ne  l'est 
qu'à  une  constante  près;  pour  achever  de  déterminer  L/  il  faut  se 
donner  la  valeur  mojenne  de  L/,  nous  prendrons 

(.1)        Val.moy.L,=  W,~val.moy.(2sL^+2^^^ë 
Nous  avons,  en  effet, 

df\         d  01]  dXi  d  b\i  d)^/,-        d  SX/-  /  •  >  / 

diVi        dwi  dwi  dwi  dwi         dwj  <  ^  >' 

Yal.  moy.  W^-^ —   =  o, 
dwi 

Val.  mov.   çV,  —, =  o. 

•^       '^   dwi 

Dans  le  second  membre  de  (ii),  nous  pourrons  remplacer  les 
inconnues  par  leurs  valeurs  de  (/z  —  ij'eme  approximation.  Si,  en 
effet,  l'erreur  commise  sur  §L  par  exemple  est  de  l'ordre  de  y-"~^, 
l'erreur  commise  sur  le  produit 

^,  dok 

oh  —j — 

diVi 

sera  de  l'ordre  de  ^",  puisque  ù\  et  -, — ^  sont  de  l'ordre  de  |j.. 

L'équation  (ii)  permet  donc  d'achever  le  calcul  de  L/.  Je 
n'ajouterai  rien  au  sujet  du  choix  des  constantes  Ey^  ;  je  dirai 
seulement  que,  si  nous  choisissons  au  lieu  des  E/tdes  constantes  E^. 
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définies  par  les  équations 

e;,=  E/,  •].;,.  (Ef,  El.  ...,Ei„\ 

où  'h/i  serait  une  fonction  cléveloppable  suivant  les  puissances  des 
E^  et  dépendant  en  outre  des  W  d'une  manière  quelconque,  ces 
nouvelles  constantes  E'  jouiraient  de  la  propriété  la  plus  impor- 
tante des  constantes  E,  c'est-à-dire  que  les  inconnues  seraient 
développables  suivant  les  puissances  des 

E/^.  cos  (ï'/,,         E/.sinwy;.. 

196.  Calcul  direct  des  séries.  —  Dans  tout  ce  qui  précède, 
nous  nous  sommes  surtout  efforcé  d'établir  le  plus  rapidement 
possible  la  forme  des  développements  ;  aussi  les  formules  précé- 
dentes ne  sont-elles  pas  toujours  les  plus  favorables  aux  calculs 
numériques.  Notre  principal  but  dans  le  Volume  suivant  sera  donc 
de  les  transformer  pour  les  adapter  aux  applications  numériques. 

En  attendant  je  vais  indiquer  succinctement  un  moyen  d'obtenir 
directement  les  séries  des  Chapitres  VII  et  X.  Ti-aitons  d'abord  le 
problème  restreint  et  reprenons  les  équations  (lo)  du  n°  126  que 
nous  écrirons  ici 

dLi  dF  d\i        dF 

Nous  avons  vu  au  Chapitre  VII  que  l'on  peut  satisfaire  à  ces 
équations  à  l'aide  de  développements  procédant  suivant  les  sinus 
et  les  cosinus  des  multiples  de  n  arguments 


en  y  faisant 

Les  équations  (12)  peuvent  alors  être  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 

2,  dLi^  __  dF^ 
^  dwic  d\i  ' 

^'^^  ^    "     ,    dki  dF 


'^''  dwk  dU 


1 

Posons 

72.^_  =  /i/_  ■+-  O/l/^, 
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nos  équations  pourront  s'écrire 
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(14) 
et 

(i5) 


Vdiji  clv 


dh 


dlf 


rfFi 


Considérons  maintenant  la  valeur  moyenne  des  différentes  quan- 
tités considérées.  Si  U  est  une  fonction  périodique  Cjuelconque 
des  w,  développable  en  série  trigonométricj[ue,  sa  valeur  moyenne 
que  nous  désignerons  j)ar  [U]  sera  le  terme  de  cette  série  trigono- 
métrique  c|ui  sera  indépendant  des  w. 

Les  L/  sont  des  fonctions  périodiques  des  ^v]  on  aura  donc 

Les  ).{• —  iVi  sont  des  fonctions  périodiques  des  w,  on  aura  donc 


IdiV^j 


d\,- 
dw  I- 


{i>k). 


Si  donc  nous  égalons  les  valeurs  moyennes  des  deux  membres 
dans  (i4)  et  dans  (i5),  il  viendra 


(16) 
et 


7i/-H  Olli  — 


f/Fi 

dV, 
dLi 


4^J 


L'équation  (16)  devra  être  satisfaite  d'elle-même,  et  elle  le  sera 
en  effet,  puiscjue  nous  savons  d'avance  c[ue  le  développement  est 
possible.  Quant  à  l'équation  (17),  elle  déterminera  5/?/. 

Voici  alors  comment  devront  être  dirigées  les  approximations 
successives.  Supposons  que  nous  possédions  des  valeurs  de 
(/i  —  iy«me  approximation 

on,-,     L/,     X;-, 

dont  l'erreur  soit  de  l'ordre  de  ij.""'  ;  substituons-les  dans  le  second 
membre  de  (14)5  l'erreur  commise  sur 


dV, 
dl.i 


dU 

dw/^ 


onu 


P.  —  I. 
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sera  de  l'ordre  de  [A""*  ;  d'autre  part  S/r^  et  ~-  sont  de  l'ordre  de  [j., 


puisque,  pour  jx  ^  o,  on  a 

n).  =  nu, 

L;=  const 

L'erreur  commise  sur 

'          dki 

.       dU 

on/- — 
divu 

sera  donc  de  l'ordre  de  |j.". 

Donc  les  équations  (i4)  nous  fourniront  pour  les  L/  des  valeurs 
de  /i'^""^  approximation  dont  l'erreur  sera  de  l'ordre  de  p.". 

Prenons  ensuite  l'équation  (i^)  et  substituons  dans  les  seconds 
membres,  à  la  place  des  X,',  leurs  valeurs  de  {n  —  i^ème  approxi- 
mation et,  à  la  place  des  L,,  leurs  valeurs  de  /i'^™°  approximation. 
Gomme  Fo  ne  dépend  que  des  L/,  l'erreur  commise  sur 


[ 


dY, 
dLi 


sera  de  l'ordre  de  pi"  ;   l'erreur  commise  sur  ¥^   sera  de  l'ordre 
de  [Ji''~'  et  par  conséquent  l'erreur  commise  sur 


sera  de  l'ordre  de  p.".  L'équation  (17)  nous  fournira  donc  de  nou- 
velles valeurs  de  oiii  dont  l'erreur  sera  de  l'ordre  de  p.". 

Dans  le  second  membre  de  (i5),  substituons  à  la  place  des  Znt 
et  des  hi  leurs  valeurs  de  /^"""''  approximation  et  à  la  place  des  \i 
leurs  valeurs  de  [ii  —  i^^me  approximation. 

j-^     sera  de  l'ordre  de  [jl", 


I-*-", 


F'S 


L'erreur 

sur 

dû 
d¥, 

» 

dLi 

» 

on,, 
d¥, 

» 

'"^  dLi 
dki 

» 

dwj^ 

» 

.        dki 

onu- — 

""7, 

car  ZiXh  est  de  l'ordre  de  p.. 
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L'équation  (i5)  nous  donnera  donc  pour  \i  de  nouvelles  valeurs 
dont  l'erreur  sera  de  l'ordre  de  u". 
Et  aitisi  de  suite. 

197.  Passons  au  cas  général  du  problème  des  /i+  i  corps.  INou^ 
avons  vu  au  Chapitre  X  que  nos  inconnues  peuvent  s'exprimer  en 
fonctions  périodiques  des  3/^  arguments 


IV i  =  n-it  -i-  m,-, 


-^'i=  —  iit-\-w'i. 


Soit  encore 


Je  pourrai  alors  écrire  les  équations  sous  la  forme  suivante  : 


(.8) 

y  «A-  — 17 

-«=»         dw /. 

d¥, 

'^  .A.  ' 

(<9) 

^          dwl 

-2^a 

^Fi 
—  (-t-y—  ' 

(20) 

J^        dw'i, 

=■  —    y  ''^nk — -77 

J^      dw'l, 

^F, 

a;, 

{■l^) 

rfFi 

Égalons    comme   plus   haut    les    valeurs    moyennes    des    deux 
membres  de  (21),  il  viendra 


(2'2) 


r^Foi       rrfF,-] 


D'autre  part  le  double  du  coefficient  de  sinjip^.  dans  le  développe- 
ment d'une  fonction  périodique  u  quelconque  sera  [sin^'/^U]  et 
il  est  clair  que,  si  U  est  périodique,  on  aura 


.       ,  d\]  1 


(y|/0- 


Si  donc  nous  égalons  les  coefficients  de  sin(Vi.  dans  les  deux 


membres  de  (19)  il  viendra 

[fJÇ. 
sin  ,ï.;.  -4 


On  substituera  dans  les  seconds  membres  de  (18)  et  (28)  les 
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valeurs    de   [n  —  lyème  approximation  où  l'erreur  est  de    l'ordre 
de  [Jl"~*  ;   l'erreur  commise   sur  L/  sera    alors   de   l'ordre  de   jj,", 

puisque  3/?^,  rL  — ^^  — '-  sont  de  l'ordre  de  u. (car  W/  —  L^est  de 

l'ordre  de  [jl). 

L'équation  (aS)  nous  donnera  y^  et  comme  le  coefficient 


sin  Kv ,  ,- 


sur  lequel  l'erreur  commise  est  d'ailleurs  de  l'ordre  de  [j.""'  ne 
s'annule  pas  avec  jj.,  tandis  que  le  second  membre  contient  jj.  en 
facteur,  l'erreur  commise  sur  y^  sera  de  l'ordre  de  ]xP-. 

Dans  le  second  membre  de  (22)  substituons  à  la  place  des  Lj 
leurs  valeurs  de  (/i  —  lyèmc  approximation,  et  celles  de  /i'^"^*^  ap- 
proximation, à  la  place  des  autres  inconnues,  l'erreur  commise 
sur  trii  sera  de  l'ordre  de  |j.". 

Dans  les  seconds  membres  de  (19)  et  (20),  substituons  à  la 
place  des  on  et  des  y'  leurs  valeurs  de  if^"^^  approximation  et  à  la 
place  des  inconnues  celles  de  (/i  —  j yeme^  l'erreur  commise  sur  \i 
et  -rxi  sera  de  l'ordre  de  ]x'\ 

Enfin,  dans  le  second  membre  de  (21),  substituons  à  la  place 
des  5/1,  y',  L  leurs  valeurs  de  /z'**™"  approximation  et  à  la  place  des 
autres  inconnues  celles  de  (/i  —  j^eme^  l'erreur  commise  sur  À/  sera 
de  l'ordre  de  p.". 

Telle  est  la  façon  de  diriger  les  approximations  successives. 
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198.  Théorème  sur  la  classe.  —  Au  n°  104,  nous  avons  classé 
à  divers  points  de  vue  les  difFérents  termes  qui  s'introduisent  dans 
l'application  de  la  méthode  de  Lagrange  et  dont  la  forme  générale 

est 

[ji^AOllo^'"  cos(vM-  h). 

Supposons  que  les  moyens  mouvements  étant  pi^esque  commen- 
surables,  les  intégrations  puissent  introduire  ce  que  nous  avons 
appelé  un  petit  dwiseur.  Soit  m'  l'exposant  de  ce  petit  diviseur 
au  dénominateur. 

Nous  disons  alors  que  le  terme  considéré  est  de  classe 

m        m' 

Je  me  propose  de  démontrer  qu'«7  n'y  a  pas  de  terme  de  classe 
négative,  c'est-à-dire  que  le  nombre 

m         m' 

■2  '2. 

est  toujours  positif  ou  nul;  et  que,  dans  le  développement  des  oL/, 
oç/,  07]j,  il  est  toujours  au  moins  égal  à  -• 

Pour  cela  je  reprends  les  équations  (9)  du  n°  106  : 

Je  suppose    que   le   théorème  ait  été   établi  pour  les  valeurs  de 
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{n  —  iy«™e  approximation  et  je  dis  qu'il  sera  encore  vrai  pour  les 
valeurs  de  /l'^me  approximation  des  oL/,  olj,  S^,-,  ùth^  valeurs  que 
l'on  obtient  en  substituant  aux  inconnues  dans  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  leurs  valeurs  de  {n  —  i)''-'™''  approxi- 
mation. 

D'après  le  n°  100,  les  dérivées  partielles  de  Fi  qui  figurent  dans 
les  seconds  membres  des  équations  (i)  seront  de  la  forme 

où  B  est,  à  un  facteur  numérique  près,  l'une  des  dérivées  partielles 
d'ordre  supérieur  de  ¥^ ,  dérivée  dans  laquelle  il  convient  de  sub- 
stituer aux  inconnues  L^-,  Xj,  ^j,  r,j  leurs  valeurs  de  première 
approximation 

Quant  à  OÏL',  c'est  un  monôme  entier  par  rapport  à 
8L/,     SX,-,     0^,-,     07],-, 

où  Ion  doit  substituer,  à  la  place  de  ces  quantités,  leurs  valeurs 
de  (n  —  i^eme  approximation. 

Je  dis  qu'après  cette  substitution,    T^BDIl'  ne  contiendra  non 

plus  que  des  termes  où 


En  effet,  par  hypothèse,  tous  les  termes  des  valeurs  de  (n  —  i)"-'"'^ 

approximation  de  oL/,  SX/,  S^^-,  ùr^i  sont  tous  de  classe  positive  ou 

nulle.  11  en  est  de  même  de  B;  car  pour  tous  les  termes  de  B,  qui 

sont  obtenus  sans  intégration  et  ne  contiennent  pas  [j.  en  facteur, 

on  a 

ce  =:  m  =  m'  =  o. 

Le  produit  de  deux  tei'mes  de  classe  positive  ou  nulle  est  évidem- 
ment aussi  de  classe  positive  ou  nulle.  Donc  il  en  sera  de  même  de 
tous  les  termes  de 

Envisageons    les    trois    premières    équations    (i);    elles    nous 
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apprennent  que  3Lj,  S^^-,  Sy;,-  sont  de  la  forme 


0     '^~^ 


L'intégration  pourra  introduire  un  facteur  t,  ou  un  petit  diviseur 
au  dénominateur;  mais  elle  ne  pourra  pas  introduire  l'un  et  l'autre  ; 
elle  n'introduira  en  effet  le  facteur  t.  que  s'il  s'agit  d'un  terme 
séculaire  pur;  elle  n'introduira  le  petit  diviseur  Vq,  que  s'il  s'agit 
d'un  terme  contenant  en  facteur  cos(vo^+A).  Donc,  ou  bien 
in-^m'  ne  changera  pas,  ou  bien  m+in'  augmentera  d'une  unité. 
Après  l'intégration,  on  multiplie  par  [j.,  de  sorte  c|ue  a  augmente 
d'une  unité.  On  aura  donc  après  cette  double  opération 


m        m  ^  T 
'X  -2    "  1 


Le  théorème  est  donc  vrai  en  ce  qui  concerne  les  valeurs  de  /i"^'"'- 
approximation  de  oL,  o^,  o"/].  La  classe  de  tous  les  termes  de  oL, 

oç,  07]  est  au  moins  égale  à  -• 

Passons  à  la  dernière  équation  (i)  cj[ui  nous  donne  oX/;  dans  le 
second  membre  figurent  trois  intégrales.  La  première  de  ces  inté- 


grales est  de  la  forme 


m 


B  d\V  dt. 


Tous  les  termes  de  2V,BDrt'  satisfont  à  la  condition 


m        m   ^ 


La  double  intégration  peut  augmenter  m -{-m'  de  deux  unités. 
On  multiplie  ensuite  par  ij.,  ce  qui  augmente  a  d'une  unité.  On  a 

donc  finalement 

m        m'  ^ 


±o. 


Tous  les  termes  de  cette  intégrale  sont  donc  de  classe  positive  ou 
nulle.  En  ce  qui  concerne  la  seconde  intégrale 


r  d<p 


d<i>    , 

df. 
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nous  remarquons  que  l'on  a  encore 

clLi      ^^ 

où  B  est,  à  un  facteur  numérique  près,  une  dérivée  partielle  de  Fq 
où  les  Lj  ont  été  remplacées  par  leurs  valeurs  de  première  approxi- 
mation L^?,  et  où  oïl'  est  un  monôme  du  second  degré  au  moins 
par  rapport  aux  SL/.  lesquelles  doivent  être  remplacées  par  leurs 
valeurs  de  (/î  —  j^ème  approximation.  Or  ces  valeurs  ne  con- 
tiennent par  hypothèse  que  des  termes  satisfaisant  à  la  condition 

m        m'  ^  I 

2  2     ~  2 

Le  produit  de  deux  de  ces  termes  sera  donc  au  moins  de  classe  i , 
et  il  en  sera  de  même  a  fortiori  du  produit  de  plus  de  deux 
termes  ;  il  en  sera  donc  ainsi  de  tous  les  termes  de  OÏL';  cjuant  à  B, 

c'est  une  simple  constante.  Donc  tous  les  termes  de  ^BDIL'  sont 
au  moins  de  classe  i ,  c'est-à-dire  tels  c[ue 


m 
1 


Après  l'intégration,  m  -j-  m'  pourra  augmenter  d'une  unité,  mais 

on  aura  encore 

m        m!      I 

2  2     ~  2 

Passons  à  la  troisième  intégrale;  elle  est  de  la  forme 

ix    rV  BDlL'f/^ 

c'est-à-dire  de  même  forme  que  les  seconds  membres  des  trois 
premières  équations  (i);  tous  ses  termes  satisfont  donc  à  la  con- 
dition 

m       m'  ^  I 

2  2     ""  2 

Donc  tous  les  termes  de  o\i  sont  de  classe  positive  ou  nulle. 

C.     Q.     F.    D. 

199.  Comment  formera-t-on  l'équation  qui  nous  donnera  tous 
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les  termes  de   classe  nulle  du  développement  des  oA^  et  tous  les 
termes  de  classe  -  du  développement  des  oL,-,  oç,-,  ori/? 
Soit  Vo  le  petit  diviseur  envisagé;  on  aura  donc 

^^0  =  2  ''■'  '^J  ' 

les  Tij  seront  les  moyens  mouvements  et  les  kj  seront  des  entiers 
choisis  de  telle  sorte  que  Vo  soit  très  petit. 

Je  dis  d'abord  que  tous  les  termes  de  classe  -  du  développement 
des  oL,  S^,  Sy)  seront  de  la  forme 

(2)  A|Ji«^'«  cos(Pvo^  H- A), 

p  étant  un  entier,  et  qu'il  en  est  de  même  de  tous  les  termes  de 
classe  o  du  développement  des  oX. 

En  effet,  supposons  que  cela  soit  vrai  en  [il  —  i)"^"'"  approxi- 
mation, je  dis  que  cela  sera  encore  vrai  en  jV""^''  approximation. 
Pour  cela  nous  nous  servirons  des  trois  premières  équations  (i) 
qvii  peuvent  s'écrire,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  au  numéro  précé- 
dent, 


(3)  8L,  ci,  o-q  =  i^   I' 


BdW  dt. 


Il  faut  dans  les  seconds  membres  remplacer  les  inconnues  par 
leurs  valeurs  de  (/^  —  lyeme  approximation.  Considérons  un  terme 

quelconque  de  ^^'^1'^';  q^ie  faut-il  pour  qu'il  nous  donne  un 
terme  de  classe  -  de  ôL,  o;  ou  o-/]?  i°  Il  faut  d'abord  qu'il  soit  de 
classe  zéro;  2"  Il  faut  ensuite  que  sa  classe  diminue  de  -  par  l'inté- 
gration pour  augmenter  ensuite  de  i  quand  on  multiplie  par  [x. 

Comme  tous  les  termes  de  B  sont  de  classe  zéro,  il  faut  que  le 
terme  envisagé  de  Dit'  soit  de  classe  zéro;  or,  comme  les  termes  de 
classe  zéro  sont  [en  [n — ^i)'^™'' approximation]  tous  de  la  forme  (2), 
il  est  clair  que  ce  terme  envisagé  de  D1L'  devra  être  de  cette  forme. 

Soit  donc  B,  le  terme  envisagé  de  B,  Dll',  le  terme  envisagé 
de  Ort',  et 

[JL    f  BidK\dt 

le  terme  correspondant  de  oL,  0^  ou  ùr^. 
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D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  DTl\  est  de  la  forme  (2), 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

OlL'i  =  Aix^t'"^  cos(Pvo«  -4-  h)         (P  entier). 

Soit 

Bj  Oit  i  =  G  [JL«  «'«  cos  ( V  t  -t-  h'  ), 

si  V  n'est  pas  nul,  l'intégration  introduira  le  diviseur  v;  pour  que 
la  classe  diminue  de  -?  il  faut  que  v  soit  un  multiple  de  Vq,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

V  =  YVo         (y  entier); 

si  V  est  nul,  l'intégration  introduira  un  nouveau  facteur  t  et  la 
classe  diminuera  de  -• 

Si  donc  nous  voulons  que  la  classe  diminue  de  -  par  l'intégra- 
tion, il  faut  que  nous  ayons 

V  =  Y'''o, 

y  étant  un  entier  positif,  négatif  ou  nul. 
Alors  B,  sera  de  la  fomne 

(4)  Bi  =  K  cos(ovo  ^ -I- /t"), 

k  et  h"  sont  des  constantes  et  0  est  un  entier  égal  à  ^  —  y-  Nous 
n'aurons  d'ailleurs  dans  B,  ni  facteur  jji,  ni  facteur  t;  en  effet  B 
est  une  des  dérivées  de  Fi  où  l'on  remplace  les  L,  H,  'i\  par  des 
constantes,  les  )./  par  /lit-^A^-.  Il  ne  peut  donc  ainsi  s'introduire 
ni  facteur  ^,  ni  facteur  u..  Nous  pouvons  écrire 

où  H  dépend  des  L,  des  ç  et  des  Yi,  et  où  les  pj  sont  des  entiers. 
Soit  D¥i  une  dérivée  partielle  d'ordre  quelconque  de  Fi,  multi- 
pliée par  un  facteur  numérique.  Il  est  clair  que  le  développement 
de  DFi  sera  de  même  forme  que  celui  de  F,  et,  si  un  terme  de  F, 
contient  en  facteur  l'une  des  lignes   trigonométriques  de  l'angle 

^/?yAy,   le   terme  correspondant  de   DF,   contiendra  également 

en   facteur   l'une    des    lignes   trigonométriques   du   même    angle 
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/  ^  pp^j-  On  aura  donc 

où  H'  est  (de  même  que  H)  une  fonction  des  L,  des  ç  et  des  rj. 

Pour  avoir  B,  il  faut  remplacer  dans  DF,  les  inconnues  L/,  ç/, 
Yj,-,  \i  par  L^^,  ç°,  7]",  nit-i-')'l;  on  trouve  ainsi 

.^     "  sin  ^  ^ 

OÙ  Hy  est  ce  que  devient  H'  pour  L/=  L**,  Hi=  H",  '/■;/=  -^^^  (H^,  esl 
donc  une  constante);  de  plus  on  a 

Les  seuls  termes  de  B  que  nous  ayons  à  considérer  (parce  qu'ils 
sont  les  seuls  C[ui  puissent  nous  donner  dans  SL,  oç,  or^  des  termes 

de   classe  -  )  sont  ceux  qui  sont  de  la  forme  B,  dans  l'équation  (4), 


•2 

c'est-à-dire  ceux  où  v  =  ovq,  ô  étant  entier. 
Nous  devrons  donc  avoir 

d'où 

S  étant  un  entier. 

Ainsi  nos  entiers  pj  doivent  être  des  équimultiples  des  entiers  kj 
qui  correspondent  au  petit  diviseur  v^. 

Donc  on  n'a  à  envisager  dans  F,   que  les  termes  où  ligure  un 

argument   'V/'yV  ^"^    ^°^''   ii^ultiple   de   l'argument  ^^kj'kj  qui 

correspond  au  petit  diviseur. 

Je  désignerai  cet  argument  par  une  lettre  spéciale  en  posant 

Si  donc  nous  envisageons  la  fonction  F,,  ceux  de  ses  termes  qui 
contiennent  un  facteur  Irigonométrique  dont  l'argument  n'est  pas 


348  CIlAPITRIi    XIII. 

multiple  de  G  devront  être  rejetés,  car  ils  ne  peuvent  jouer  aucun 
rôle  dans  le  calcul  des  termes  de  classe  -  de  oL,  oH,  or\. 

On  ne  devra  conserver  que  les  termes  indépendants  des  X,  c'est- 
à-dire  ceux  qin  ne  contiennent  aucun  facteur  trigonométricjue 
(c'est  l'ensemble  de  ces  termes  que  nous  avons  appelé  R  aux  Cha- 
pitres VIII  et  IX)  et  en  outre  ceux  qui  contiennent  un  facteur 
trig-onométricpie  dont  l'argument  est  multiple  de  G. 

Nous  désignerons  par  W  l'ensemble  des  termes  conservés. 

D'autre  part  le  terme  B,  DïL'^  nous  donnera  dans  le  second 
membre  des  écjuations  (3)  un  terme 


[J.    /   BiOIl'i  dt, 


dont  l'argument  sera  ôVo^-f- A"  et  dans  cet  argument  le  coefficient 
de  t  sera  ovq  et  par  conséc[uent  multiple  de  Vq. 

Le  théorème  énoncé  est  donc  vrai  en  /^"^™e  approximation  pour 

<<>T  'Vf-         J 

Passons  à  oX,  C|ui  nous  est  donné  par  la  dernière  équation  (i). 
Dans  le  second  membre  de  cette  équation,  je  substitue  les  valeurs 
de  (/? — -])"^'™«  approximation;  j'aurai  ainsi  les  valeurs  de  n^""^'^ 
aj)j)roxiination  de  oX  et  je  me  propose  de  montrer  que  les  termes 
de  classe  zéro  de  cette  valeur  dépendent  encore  d'un  argument 
multiple  de  Vo?. 

D'après  le  numéro  précédent  les  deux  dernières  intégrales  du 
second  membre  de  cette  dernière  équation  (i)  ne  peuvent  nous 

donner  que  des  termes  de  classe  -  •  Il  nous  suffira  donc  de  consi- 
dérer la  première  intégrale  et  d'écrire 

(5)  i,,=  .,-^C,,f^'^.J'''^.l>. 

qui  est  encore  de  la  forme 

Ici  encore,  pour  obtenir  un  terme  de  classe  zéro  de  SI/,  il  faut 
partir  d'un  tei^me  de  classe  ^e/-o  de  BDH';  il  faut  ensuite  que  la 
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classe  soit  diminuée  de  i  par  la  double  intégration  pour  augmenter 
ensuite  de  i  par  la  multiplication  par  pi. 

Or,  pour  que  la  classe  diminue  de  i  par  la  double  intégration, 
il  faut  que  le  terme  envisagé  ait  un  argument  multiple  de  v^t. 

Donc  les  termes  de  classe  zéro  de  §Aj  en  /i*'^™'^  approximation  ont 
encore  un  argument  multiple  de  Vo^.  c.   o.   f.   p. 

200.   L'équation  (5)  peut  s'écrire 

5Xi=  [-t\   G,/,   /     oL/,dt. 

D'autre  part,  nous  avons  vu  que,  dans  le  calcul  des  termes  de 
classe  -  de  o\,  ôç,  or^,  on  peut  remplacer  la  fonction  F,  par  la 
fonction  W  de  sorte  que  les  trois  premières  équations  (i)  deviennent 
*  dW   ,.         .,  r'd^V   ,  ^  r^dw 


oL 
d'où 


f    dW    ,  ,,  f'dW    ,  ,  fclW    , 

/     -prdt,         0',i  =  —iJ.    /      -—dt,         or,i=ix  -,r  dt; 

Jo      dki  J       dru  J.      d\i 


dLi 

dl\.i 

dt 

~   ~dT 

d\i 

dl\i 

dt 

~     dt 

dt\i 
dt 

dlr^i 
~      dt 

d\i 
dt 

=  «H 

dolr. 
dt     ' 

OU 


dW 

"  ~  ''^  ^  ' 
dW 
'' dr^' 
dW 

'ii+  V  G//,  ôL/,, 

Ce  n'est  pas  tout.   Quand  on  veut  obtenir  un  terme   de  classe  - 

dans  oL,  o^,  ôy],  il  faut,  comme  nous  l'avons  vu  au  numéro  pré- 
cédent, partir  d'un  terme  de  classe  zéro  dans  DTJ. 

Or  Oit'  est  un  monôme  entier  par  rapport  aux  o)\,  oL,  ùq,  o'r\. 
Pour  obtenir  un  terme  de  DTJ,  on  prendra  un  terme  dans  chacun 
des  facteurs  de  ce  monôme  et  l'on  fera  le  produit.  La  classe  du 
produit  sera  la  somme  des  classes  de  tous  les  termes  que  l'on  aura 
ainsi  multipliés  l'un  par  l'autre. 

Pour  obtenir  un  terme  de  classe  zéro  de  DU',  il  ne  faut  donc 
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prendre  dans  chacun  des  facteurs  que  des  termes  de  classe  zé/^o. 
Or  §L,  S^  et  ôYi  ne  contiennent  pas  de  termes  de  classe  zéro,  mais 

des  termes  de  classe  -  au  moins.  Pour  obtenir  les  termes  de  classe 

zéro  de  OÏL',  il  suffira  donc  de  faire 

oh   =:   0^   =   O't]    =   O 

et  de  réduire  les  ùk  à  leurs  termes  de  classe  zéro. 
Soit  donc 

'^"'      [dTjo'      [dïJjo'      [d^J, 


ce  que  deviennent 


dW       dW       dW 

d\i         d\i        dr^i 


quand  on  y  fait 
c'est-à-dire 


8L  =  0^  =^  07)  =  o, 

L.=  L?,         \t^\\,         v),=  ri«. 

On  aura  évidemment 

[dy^'\         dWo 


ydli/o        dli 

Nous  venons  de  voir  que,  dans  le  calcul  des  termes  de  classe  - 

de  oL,  S^,  07),  nous  pouvons  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (3)  faire  oL  =  o^  =  ot]  =  o. 
Nos  équations  deviennent  alors 

^^'       'dt    ~       '^'-  d\i'  dt~       ^U/-/)Jo'  ^<    "'""U^Jo' 

Posons  maintenant 


1  ^^ 

Co  représente  une  constante  quelconque,  le  premier  signe  ^  se 

rapporte  à  tous  les  indices  i^\&  second  à  tous  les  indices  «et  A-,  en 
distinguant  C,7f  et  C^j.  On  a  alors 
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et  par  conséquent 

,  d\i  _  d^Q 

^^^  nr^dUi' 

Comme  Oq  ne  dépend  que  des  L,  et  que  ^o  ne  dépend  que  des  À 
(puisqu'on  y  a  fait  L,=  L^",  li=  l^^,  r|^=:7i"),  l'équation  ('-)  et  la 
première  équation  (6)  prennent  la  forme  canonique 

(8^  ^L,-  ^        dj'^o-^ixWo)  d\i  ^  d{^,^ixW,) 

'  dt  dki  '  dt  dhi 

201.  Les  équations  (6)  et  (^)  nous  donnent  tous  les  termes  de 
classe  -  des  L,  ç,  ri  et  tous  les  termes  de  classe  zéro  des  SX,  et 

2 

elles  n'en  donnent  pas  d'autres.  Cela  tient  à  ce  que  nous  avons 
pris  soin  de  supprimer  dans  nos  équations  tout  ce  qui  aurait  été 
susceptible  de  donner  des  termes  de  classe  plus  élevée. 

Si  nous  n'avions  pas  pris  ce  soin  nous  aurions  pu  arriver  égale- 
ment à  d'autres  systèmes  d'écjuations  analogues,  par  exemple,  au 
suivant 


(9) 


En  intégrant  les  éc[uations  (9)  nous  trouverions  encore  tousles, 

termes  de  classe  -  de  L,  ç,  r^,  tous  les  termes  de  classe  zéro  de  oX; 

mais  nous  en  trouverions  encore  d\iutres. 

Pour  passer  des  équations  (9)  aux  équations  (6)  et  (7)  que 
faut-il  faire?  Il  faut  remj)lacer  Fq  par  <ï>o  ;  en  outre,  dans  deux  des 
équations  (9)  il  faut  remplacer  W  par  ^""o  et  dan^  les  deux  autres 
d%'  dW 
~dl'  d^ 


dL  _ 

dt  "" 

d{Fo^lxW) 
d\ 

d\ 
dt 

d(F,^  IJ.W) 
dr, 

dl 
dt    " 

d{¥^-^lj.W) 
dL 

df\ 

~dt  ^ 

d{Fo-+-  ixW) 
d^c 

P''(?)o^(^)o-^''''*'^'^'''^'°^' 


Fo  =  *o-+-*; 

en  remplaçant  F,,  par  $0,  nous  supprimons  donc  les  termes  qui 
dépendent  de  <î>,  c'est-à-dire  la  seconde  intégrale  du  second 
membre  de  la  dernière  équation  (i);  intégrale  qui,  nous  l'avons 
vu,  ne  peut  nous  donner  que  des  termes  de   classe  supérieure  à 

zéro. 
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dW     dW  /dW\       /  dW 

De  même  remplacer  W  par  Wq.  ou  —.jt}  — —  par  (  —7-     ,  (  — ^ 

dans  les  équations  (9),  cela  revient  à  faire  oL  =  0^  =  ov)  =  o  dans 
les  termes  provenant  des  dérivées  de  W.  Or  nous  avons  vu  que  les 
termes  provenant  de  ces  dérivées  et  dépendant  de  oL,  oç,  oyi,  ne 

peuvent  nous  conduire  qu'à  des  termes  de  classe  supérieure  à-- 

202.  Dans  le  cas  du  problème  des  n  corps,  nous  avons 

M, 


les  Mj  étant  des  constantes  c[ui  ne  dépendent  que  des  masses.  On 
a  alors 

-'-(I|^'  ^''-  =  -0:17'  ^'•^^  =  "  ^'<^'^' 


*o  =  -S^(^Lr-8L,L?  +  3Ln. 


Il  vient  donc 


Dans  le  cas  du  problème  restreint  (c/"n"  123)  nous  avons  trouvé 
j)our  Fq,  qui  joue  le  rôle  de  Fq, 

M' 

ou,  en  supprimant  les  accents  devenus  inutiles  et  remplaçant  p', 
par  Lo,  c'est-à-dire  en  reprenant  les  notations  du  n"  126, 

M 

Fo  = j^  +/i2(L2—  Li); 

d'où 

M, 


(iA)' 


Cil  —  — rrTu  '         C12  —  Go]  —  C22  —  o- 


Il  viendra  donc 

Ml 


*„ 


-j-^(6Lî2_8LiLo+3Lf)+«2(L2-Li). 


Telle  est  la  forme  de  la  fonction  <ï>o  dans  les  deux  cas  que  nous 
avons  à  examiner. 
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203.  Principe  de  la  méthode  de  Delaunay.  —  Les  équations  (6) 
et  i^'j)  peuvent  s'intégrer  facilement.  Remarquons  en  effet  que  <I>o 
ne  dépend  que  des  L,  (c'est  d'ailleurs  un  poljnome  du  second 
degré  par  rapport  aux  L/);  au  contraire  Wq  ne  dépend  que  de 

En  efl'et,  nous  avons  obtenu  W  en  supprimant  dans  F,  tous  les 
termes  dont  l'argument  2_iPj'^J  i^'était  pas  multiple  de  0.  Donc  W 
est  fonction  seulement  de 

et  il  en  est  de  même  des  dérivées 


cM       dW 

dii  '      dr^i 


Nous  avons  obtenu  ensuite 


en  remplaçant  dans 


'      d^i        dr,i 


les  inconnues  L,-,  Sj,  '(\i  par  les  constantes  \J\^  ç",  yj".  Donc 

ld^\         /  dW 

ne  sont  plus  fonctions  que  de  8. 

Examinons    maintenant   les    équations    canoniques    (8).    Nous 
voyons  que  l'on  a 

di<i>o-^  IxWo)  _       ^(«i>o-4-^^^o)  _  .       dWo 

d'où 

T     dLi  _    I    dL^  _        _    I     dLri,  _  dWa 

Ai  ~dt    "  A^    dt  kn    dt    ~~  ^   M   ' 

Gela  nous  apprend  déjà  que 

l-i     kj 

p.   —   I.  23 
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est  une  constante;  je  pourrai  mettre  le  résultat  sous  une  forme 
plus  symétrique  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  U  et  en 
écrivant 

(lo)  L,— A7U  =  L?, 

L^^  étant  une  constante;  je  puis,  en  effet,  définir  la  variable  auxi- 
liaire U  de  telle  façon  que  sa  valeur  initiale  soit  nulle. 

Nous  avons  ensuite  l'intégrale  des  forces  vives  relative  aux  équa- 
tions canoniques  (8);  elle  s'écrit 

(il)  <i>o+ [j.Wo=  const. 

Dans  <I>o  nous  devrons  remplacer  les  L,  par  leurs  valeurs  tirées 
de  (lo)  de  sorte  que  <ï>o  deviendra  un  polynôme  du  second  degré 
en  U;  comme  W^  ne  dépend  que  de  9,  l'équation  (i  i)  nous  donnera 
une  relation  entre  U  et  0.  Nous  avons  ensuite 

«afO       -^       dlj  _  "^  ,    1^*0  _  (i^^ 


dU        d\] 


qui  nous  donne  une  relation  entre  -^  et  U,  et  par  conséquent  une 

relation  entre  ^-  et  t. 
dt 

Quelle  est  la  forme  de  cette  relation?  Soit 
<i)o=  A  +  2BU  +  GU2, 

A,  B  et  C  sont  des  constantes.  Soit  A  +  H  la  constante  du  second 
membre  de  (i  i),  il  vient 

GU2+2BU  =  H-  [JiWo; 
d'où 

D'autre  part 

d'où 

et  enfin 


CU  +  B  =v/B2+HG— [jiG^Fo. 

^  =  ^»^2GU  +  2B; 
dt         d\} 

dd 


=  2v/B'+ HG  — jJiG^Fo 


_    r  d% 


2\/B2-1-HG  —  [JlGWo 

Gomme  le  radical  ne  dépend  que  de  6,  nous  avons  la  relation  entre 
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Q  et  if  par  une  simple  quadrature.  Nous  aurons  donc  G,  U  et  L/  en 
fonction  de  t.  Nous  avons  d'autre  part 

d\i  r/<i>o 

~c[t   ~  ^  cÎLi  ' 

le  second  membre  est  une  fonction  des  L^-  et  par  conséquent  de  U, 
c'est  donc  une  fonction  connue  de  l,  de  sorte  que  nous  aurons  X 
par  une  simple  quadrature.  On  peut  même  remarquer  que  le  second 
membre  est  un  poljnome  du  premier  degré  enU,  de  sorte  que  nous 
aurons  entre  les  A/  des  relations  linéaires. 
Nous  aurons  enfin 

dt  ^\driJ,'  dt    ~  ^\d\i)^ 

Comme  les  seconds  membres  sont  des  fonctions  de  G  seulement, 
ce  seront  des  fonctions  connues  du  temps  ^,  de  sorte  que  nous 
aurons  les  \i  et  les  r,/  par  de  simples  quadratures. 

204'.  Tel  est  le  principe  de  la  méthode  de  Delaunay;  on  voit 
qu'elle  nous   permet  de  calculer   très   simplement  la   somme  des 

termes   de    classe   minimum,   c'est-à-dire   des  termes   de  classe  - 

pour  L,  i,  Tj,  de  classe  zéro  pour  \.  On  voit  en  outre  que  cette 
méthode  consiste  essentiellement  à  supprimer  dans  F,  les  termes 
de  courte  période,  c'est-à-dire  ceux  qui  dépendent  d'un  argument 

2,pî^H-i  où  les  entiers  pi  ne  sont  pas  des  équimultiples  des  A"/,  et  à 

n'y  conserver  que  les  termes  de  longue  période,  ou  les  plus  impor- 
tants de  ces  termes. 

Il  est  aisé  de  comprendre  l'importance  de  ces  termes  de  classe 
minimum.  Il  arrive  quelquefois  que  le  rapport  des  moyens  mouve- 
ments est  presque  commensurable  ;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple 
pour  Jupiter  et  Saturne,  planètes  pour  lesquelles  ce  rapport  est 
voisin  de  |;  c'est  ce  qui  arrive  pour  certaines  petites  planètes  dont 
le  moyen  mouvement  est  presque  le  double,  ou  à  peu  près  une  fois 
et  demie  celui  de  Jupiter;  la  plus  importante  de  ces  planètes  est 
Hécube. 

Les  termes  de  classe  minimum  ont  alors  de  grands  coefficients  à 
cause  des  petits  diviseurs  introduits  par  l'intégration.  La  période 
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de  ces  termes  est  longue,  et  souvent  de  plusieurs  siècles.  La  période 
des  termes,  dépendant  des  arguments  w',  par  exemple  celle  des 
termes  calculés  au  Chapitre  VIII,  est  beaucoup  plus  longue  encore 
et  se  compte  par  centaines  de  siècles. 

Que  devons-nous  conclure?  Si  l'on  veut  prévoir  à  courte 
échéance,  c'est  surtout  au  terme  à^ordre  inférieur  qu'il  faut 
attacher  de  l'importance;  si  l'on  veut  prévoir  à  échéance  assez 
longue,  il  faut  calculer  tous  les  termes  de  classe  inférieure  :  c'est 
ce  que  nous  venons  d'apprendre  à  faire  dans  le  numéro  précédent. 
Si  enfin  on  veut  prévoir  à  très  longue  échéance,  il  faut  calculer  les 
termes  de  rang  inférieur,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  aux  Cha- 
pitres VIII  et  IX. 

20o.  La  méthode  de  Delaunay  peut  d'ailleurs  s'appliquer  dans 
des  cas  beaucoup  plus  généraux.  Soient  des  équations  canoniques 

où  F  est  une  fonction  des  L  et  des  ).,  qui  ne  dépend  des  À  que  par 
la  combinaison 

Je  la  suppose  d'ailleurs  périodique  par  rapport  aux  À.  En  d'autres 
termes,  la  fonction  F  est  développable  suivant  les  cosinus  et  les 
sinus  des  multiples  de  9,  et  les  coefficients  de  ce  développement 
ne  dépendent  que  des  L.  On  trouve  encore 

L/=A-,-U  +  L?, 

U  étant  une  variable  auxiliaire  et  L^^  une  constante.  On  a  l'inté- 
grale des  forces  vives 

F  =  const. 

qui  nous  donne  une  relation  entre  U  et  8.  On  trouve  ensuite 


dt  ~  Zd    JdL/ 


d'où 

d% 


_   r d 


d¥ 

dUj 
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Comme  la  quantité  sous  le  signe    /    ne  dépend  que  de  B  et  de  U, 

et  que  U  est  lié  à  Q  par  l'équation  des  forces  vives,  cette  quantité 

sous  le  signe    /    est  une  fonction  connue  de  0,  de  sorte  que  l'on 

obtient  t  par  une  simple  quadrature. 

Donc  0,  U  et  par  conséquent  les  L,  peuvent  être  regardés  comme 
des  fonctions  connues  de  t.  Dans  les  équations 

dt         d\.i 

le  second  membre  qui  ne  dépend  que  des  L  et  de  9  sera  aussi  une 
fonction  connue  de  t,  de  sorte  que  noiis  aurons  \i  par  une  simple 
quadrature;  et  l'intégration  est  achevée. 

206.  Application  à  Hécube.  —  Le  meilleur  exemple  d'applica- 
tion de  la  méthode  de  Delaunay  que  nous  puissions  choisir  est 
celui  de  la  planète  Hécube.  Cette  petite  planète,  dont  le  moyen 
mouvement  est  sensiblement  le  double  de  celui  de  Jupiter,  a  été 
l'objet  de  travaux  nombreux  parmi  lesquels  nous  citerons  la  thèse 
de  M.  Simonin. 

Je  choisirai  les  unités  de  telle  façon  que  la  longitude  moyenne 
de  Jupiter  soit  égale  à  ^;  et  j'appellerai  R  une  fonction  égale  à  la 
masse  du  Soleil  divisée  par  la  distance  du  Soleil  à  Hécube,  plus  la 
masse  de  Jupiter  divisée  par  la  distance  de  Jupiter  à  Hécube, 
moins  le  demi-carré  de  la  vitesse  d'Hécube. 

Je  désigne  par  L  la  racine  carrée  du  grand  axe  de  l'orbite 
d'Hécube,  et  je  pose 


G  — L\/i  — e-^         0  =  Gcosi, 

e  et  i  étant  l'excentricité  et  l'inclinaison  de  cette  orbite. 

Je  désigne  par  /,  g  et  9  l'anomalie  moyenne,  la  distance  du 
périhélie  au  nœud  et  la  longitude  du  nœud.  Dans  ces  conditions, 
les  équations  sont  canoniques  et  s'écrivent. 


(0 


dL            dR 

dG            dR 

de 

dR 

Tt~       ~dî' 

dt  -       dg' 

dt  ~^ 

d^ 

dl            dR 

dg            dR 

d%  _ 

dR 

dt  ~       dL  ' 

~di  ~      dG' 

dt  ~~ 

de 

/  dh            dF 

dG            dF 
dt  ~       dg' 
dg            dF 
dt  ~       dQ' 

de                 dF 

\   dt             dl' 
j    dl            dF 

{    dt  ~~  dh' 

dt             diO  —  t) 
di^~t)             dF 
dt               de 
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La  fonction  R  dépend  des  six  variables  L,  G,  0,  /,  «,  G  et  de  t. 
Ces  équations  prennent  une  autre  forme  si,  par  une  analyse  toute 
pareille  à  celle  du  n"  123,  on  pose 

F  =  R  +  0 

et,  si  l'on  prend  pour  variable  0  —  t  au  lieu  de  Q,  elles  deviennent 
alors 


{■>-) 


Dans  ces  conditions,  F  est  regardé  comme  fonction  des  six 
variables  L,  G,  0,  /,  »,  B  —  ^,  et  de  t.  Mais  nous  devons  observer 
que,  si  l'excentricité  de  Jupiter  était  nulle,  F  ne  dépendrait  plus 
de  ^,  mais  seulement  des  six  premières  variables. 

Nous  allons  maintenant  changer  de  variables.   Supposons   que 

le    rapport    des    moyens    mouvements    soit  très    voisin    de  » 

n  étant  un  entier  qui  pour  Hécube  sera  égal  à  i .  Nous  poserons 

X  =  Z  +  ^-hô  —  ^,         s  =  —  lit  ~{n^i)g  —{n-^\){^  —  t), 

T  =  —  ni  —  ng  —  (//  +  i)(6  —  t), 

U  =  L-i-7iS  +  /iT,         S  =  L  — G,         T  =  G  — 0. 

On  constate  aisément  c|ue  l'on  a  idenlicjuement 

LZ  +  G^+0(6  — r)=  UX+  S5  +  Tx 

et  par  conséquent 

hdl-^Gdg^e  d{  B  —  t)  =  U  dl  ^  S  ds  -+-  T  d-z, 

ce  qui  prouve  cju'avec  les  nouvelles  variables  les  équations  res- 
teront canonic[ues  et  s'écriront 


(3) 


Voyons  quelle  est  la   signification  de  ces  nouvelles   variables. 
D'abord    A    représente    la    différence    des    longitudes    moyennes. 


dU  _       ^F 

dS 

«?F 

dT            dF 

dt    ~        dX  ' 

dt  ~~ 

Ifs' 

~dt.   ~        d-z 

dl             dF 

ds 

dF 

dx            dF 

di  ~       dV' 

dt  "~ 

dS' 

'di  ~~  dT 
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D'autre  pari, 

ds  dl       ,  ^  [  de-        dd         \  d-z        ds        ds; 

dt  dt  '  \  dt         dt         y  dt        dt         dt 

^  ds;-        dd  ,  .  dl       ,  ...      /i  H- 1 

Lomme  -^  et  ^-  sont  très  petits  et -r-  très   voisin  de  >  on 

dt        dt  '  dt  n 

ds        dz  ,  . 

voit  que  -j-  et  -j-  sont  1res  petits. 

S  est  de  l'ordre  du  carré  de  l'excentricité  et  T  de  l'ordre  du 
carré  de  l'inclinaison. 

Comme  S  et  T  sont  petits,  (J  différera  peu  de  la  racine  carrée 
du  grand  axe. 

Je  désignerai  par  /'  et  tït' l'excentricité  et  le  périhélie  de  Jupiter, 
et  je  poserai 


pct  nul      nii 
dt 


Comme  -3-  est  nul,  ou  du  moins  très  petit,  on  aura 


dv  dl  dl 

dt  dt  dt 

di>  ... 

ce  qui  montre  que  -j-  est  aussi  1res  petit. 

Posons  maintenant 

37  =  y/'iS  C0S5,         y  =  \/ô^sms;         ^  ^=  \/-2T  cosx,         rj  =  \/iT  sinz. 

Comme 

X  dy  —  S  ds.         ^  d'i]  —  T  dz 

sont  des  différentielles  exactes,  les  équations  resteront  canoniques 
et  s'écriront 


(4.) 


207.  Forme  de  la  fonction  perturbatrice.  —  La  fonction  F  est, 
comme  on  sait,  développable,  suivant  les  puissances  de  ecos/, 
esin/,  icos{l  -+-  g)^  isin(/  +  ^-),  e' cos{t  —  m'),  e' sin{l  —  ro')  et 
suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  la  différence  des 
longitudes  moyennes  )v,  les  coefficients  du  développement  dépen- 
dant  encore    des    grands    axes,   c'est-à-dire   de    L.   Mais    on   voit 


d\] 

^F 

dx 

dF 

d\ 

dF 

dt   " 

dl  ' 

TÛ  ^ 

dy' 

dt   ^ 

dr, 

dl 

dF 

dy 

dF 

dr^ 

dF 

dt  ■" 

f/U' 

dt 

dx 

dt   ~  ~~ 

d\ 
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aisément  (c/.  n°^65  et  suiv.)  que  e  cos/=ecos [5 -(-(/«  H-i)à],  esiii/, 
j  cos(/ +  o)  =  i;'cos[/ +  (n  +  i)X],  /sin(/4-^)  sont  dévelop- 
pables  suivant  les  puissances  de  x^  y^  i,  r,  et  les  cosinus  et  sinus 
des  multiples  de  X;  que  d'autre  part 

e'  cos(f  —  w')  =  (  e'  cosp)  cos  n\  -+-(  e'  sinp  )  sin  n  X, 
e'  sin (t  —  w')  =:  Ce' cosi^)  sin  /iX  —  (e' siiif  ) cos jiX. 

On  conclura  que  F  est  développable  suivant  les  puissances  de  x, 
y,  i,  ■/],  e'cosp,  e'siup-  et  suivant  les  cosinus  et  les  sinus  des  mul- 
tiples de  X.  Les  coefficients  du  développement  dépendent  encore 
de  L  =  U  —  nS  —  nT;  ces  fonctions  de  L  j)euvent  être  déve- 
loppées par  la  formule  de  Taylor  suivant  les  puissances  croissantes 
de  n(S  H-  T),  c'est-à-dire  de 

de  sorte  qvie  finalement  F  procédera  suivant  les  puissances  de  ^, 
y,  ç,  V),  e'cosc,  e'sinc,  cospk,  sin/?X,  les  coefficients  du  dévelop- 
pement ne  dépendant  plus  que  de  U. 

J'observe  maintenant  que,  par  raison  de  symétrie,  F  ne  doit  pas 
changer  : 

I  "  Quand  on  change  ^  et  tj  en  —  ^  et  —  t]. 

2"  Quand  on  change  jk,  "/)  et  ç  en  —  y,  —  r;  et  —  ç. 

Gela  montre  qu'un  grand  nombre  de  termes  ne  doivent  pas 
figurer  dans  le  développement. 

Voyons  maintenant  quels  sont,  parmi  ces  termes,  ceux  qui  sont 

à  courte  période.  Ce  sont  les  termes  qui  contiennent  X  en  dehors 

,  1  ■       •  r^  ds     d-z     dv 

des  combinaisons  s,  1  ou  v.  L-ar  nous  avons  vu  que  -^^  ^->  ^-  sont 
'  ^       dt    dt     dt 

^.  d\  r.        ■ 

très  petits,  tandis  que  -,—  est  iini. 

Si,  conformément  à  l'esprit  de  la  méthode  de  Delaunay,  nous 
supprimons  ces  termes  à  courte  période,  nous  pourrons  dire 
que  F  est  développable  suivant  les  puissances  de  ^,  y,  i,  v),  e'cos(-', 
e'  s\nv^  les  coefficients  dépendant  seulement  de  U. 

Si  nous  négligeons,  comme  M.  Simonin,  les  termes  qui  con- 
tiennent en  facteur  : 
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et  si  nous  supprimons  les  termes  qui  doivent  être  nuls  en  vertu  de 
la  symétrie,  nous  trouverons 

(5)  \ 

I  -I- Ke  cosc -I- La7e' cosp -I- Mj^e  sinp. 

A,  B,  G,  D,  E,  H,  K,  L,  M  sont  des  fonctions  de  U. 

Je  remarque  d'abord  que  F  dépend  encore  de  \  uidirectemenl. 
Car  F  est  supposé  exprimé  en  fonction  de  U,  X,  x^  y,  ^,  'r\  et 
de  t]  ici  F  dépend  de  U,  x,  y,  E,  ti  et  t'  =  /iX  —  ^  +  zn'.  C'est  par 
l'intermédiaire  de  v  qu'il  dépend  encore  de  'K  et  de  t. 

Si  l'on  suppose  cjue  l'on  néglige  la  masse  de  Jupiter,  on  avira 
simplement 

F  =  -4^+6=  --J. ^ ^+U-(«  +  i)(S^T) 

OU,  en  négligeant  les  carrés  de  S  et  de  T, 

F  =  -i- +  U  +  f  î^  -  «  -  I V  S  +  T  ) 


■2U2  VU^' 

1  ,,  /    tl  \   ^-2  4-  V2  4-  ^2 -H  Y]2 

=  ïûi^^  +  (ir3-'^-V — ^^ ' 

de  sorte  que  si  l'on  pose 

m  étant  la  masse  de  Jupiter  et  Aq,  A,,  ...  étant  des  fonctions 
de  U  indépendantes  de  cette  masse,  on  aura 

(  Bo=    Ko=Lo=:Mo=0. 

208.   Méthode  de  Delaunay.  —  Comme  première  approximation, 
nous  allons  supposer 

e'  =  ç  =  -^  =  o. 

Dans  ces  conditions,  F  ne  dépend  plus  que  de  a?,  de  y,  et  de  U. 
On  peut  alors  pousser  l'intégration  jusqu'au  bout  par  la  méthode 
de  Delaunay.  Nous  n'avons  d'ailleurs  aucune  raison  de  négliger 
les  termes  de  degré  supérieur  en  x  et  enjK- 
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On  trouve  immédiatement  deux  intégrales 
U  =  const.,         F  =  const., 

car  F  ne  dépend  ni  de  A,  ni  de  t. 

Considérons  donc  x  et  y  comme  les  coordonnées  d'un  point 

dans  un  plan,  U  comme  une  constante  donnée  et  construisons  les 

courbes 

F  =  C, 

en  faisant  varier  la  constante  G. 

Si  l'on  supposait  m  =  o,  il  viendrait 

F  =  — -I-  U -^  (.^'-  +  yn 

et  nos  courbes  se  réduiraient  à  des  cercles   concentriques  ayant 
pour  centre  l'origine. 

On   doit  faire    une   attention    toute    spéciale    aux    points    pour 

lesquels  on  a 

^  _  ^F  _ 

dx        dy  ' 

et,  par  conséquent, 

X  =  const.,         y  =  const. 

Ces  points  correspondent  aux  solutions  périodiques. 

Dans  le  cas  de  m  =  o,  ces  points  sont  les  suivants   :  l'origine 

x^y^o  qui  correspond    à    une   orbite    circulaire,    et  tous  les 

points  du  cercle 

,^F  n 


dS         (  u  —  nS  )"' 

au  cas 
est  rigoureusement  égal  à 


qui  correspondent  au  cas  où  le  rapport  des  moyens  mouvements 

/i  +  I 


n 
L'équation  -^^  ^  o  peut,   suivant  la  valeur  de  U,  ne  pas  avoir 

de  racine  positive,  ou  en  avoir  une;  nous  nous  supposerons  placés 
dans  ce  dernier  cas. 

Nous  remarquerons  alors  trois  points,  à  savoir  l'oi^gine  O  et  les 
deux  points  d'intersection  A  et  B  de  l'axe  des  x  avec  le  cercle 

^F 
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Passons  au  cas  où  m  n'est  pas  nul,   mais  très  petit.  Les  deux 

équations 

d¥       «(F 

o 


clx 


dF 
dy 


peuvent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

r  =  o, 


dx 


O) 


auxqiielles  correspondront  divers  points  sur  l'axe  des  x.  Gomme  m 
est  très  petit,  ces  points  seront  très  voisins  des  positions  O,  A.,  B 
qu'ils  occupaient  pour  m  =  o. 

Nous  aurons  donc  trois  points,  G  voisin  de  O,  A'  voisin  de  A, 
B'  voisin  de  B,  cjui  correspondront  à  trois  solutions  périodiques, 
la  première  de  la  première  sorte,  les  deux  autres  de  la  seconde 
sorte . 

Les  courbes  F  ^  G  présenteront  alors  la  forme  représentée  sur 
la   figure   3.   Les   courbes   sont  numérotées    1,  2,  3,  4,  o,  6.    On 

Fio.  3. 


remarquera  que  1  et  12  sont  des  courbes  fermées  entourant  le 
point  G;  c|ue  3  et  5  forment  par  leur  réunion  une  sorte  de  limaçon 
de  Pascal  ayant  le  point  A'  pour  point  double  ;  que  4  est  une  courbe 
fermée  entourant  le  point  B' ;  enfin  c|ue  6  est  une  courbe  fermée 
entourant  les  trois  points  A',  B',  G'. 

Le    point  représentatif  x^  y  décrit  une   de   ces  courbes   et  sa 

d¥  d¥       ..  ,  . 

vitesse  a  pour  composantes  -i— <  —  ^j^;  eiie  est  donc  inversement 


dy 
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proportionnelle  à  la  dis  lance  normale  de  deux  courbes  infiniment 
voisines.  Le  sens  de  cette  vitesse  dépend  du  sens  de  la  normale 
suivant  lequel  les  F  vont  en  croissant. 

Les  courbes  1,  2  et  3  seront  donc  décrites  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre,  par  exemple;  les  courbes  4,  S  et  6  dans  lé 
sens  inverse.  D'ailleurs,  tandis  que  le  point  x^  y  fera  une  infinité 
de  fois  le  tour  des  courbes  1,2,  4  et  6,  il  ne  parcourra  qu'une 
seule  fois  les  courbes  3  et  5  en  allant  du  point  A'  au  point  A'  dont 
il  sera  infiniment  voisin  tant  pour  t  =z.  —  oo  que  pour  ^  =  +  oo. 
La  courbe  4  correspond  au  cas  de  la  llhration. 

Nos  courbes  fermées  différeront  peu  de  circonférences. 

Rappelons  que  les  coordonnées  polaires  du  point  x^y  sont  y^aS 
et  s.  Or  on  voit  aisément  que,  quand  on  parcovirt  une  de  nos 
courbes,  S  atteint  son  maximum  et  son  minimum  sur  l'axe  des  x 
et  que  la  différence  entre  ce  maximum  et  ce  minimum  est  en 
général  de  l'ordre  de  /«,  sauf  pour  les  courbes  3,  4,  5  ou  pour 
les  courbes  peu  différentes  de  3  ou  de  5,  pour  lesquelles  cette 
différence  est  de  l'ordre  de  y/m. 

Parlons  maintenant  des  variations  de  l'angle  polaire  5.  Nous 
voyons  qu'en  général,  quand  le  point  .r,  y  décrit  une  de  nos 
courbes,  s  varie  de  o  à  iiz  ou  de  air  à  o.  Il  y  a  exception  pour  la 
courbe  1  et  pour  la  courbe  4  qui  laissent  l'origine  O  en  dehors. 

Pour  ces  courbes,  l'angle  s  oscille  autour  de  o. 

Mais  les  deux  cas  sont  bien  différents;  dans  les  deux  cas,  on 
a  rigoureusement  la  relation  suivante  :  le  moyen  mouvement 
d'Hécube  est  égal  à  deux  fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter 
moins  deux  fois  le  moyen  mouvement  du  périhélie  d'Hécube  (je 
suppose   que   /i  =  i ,   comme   cela  a  lieu  dans  le  cas  d'Hécube). 

ds 
Cette  relation  signifie  en  effet  que  la  valeur  moyenne  de  -7-  est 

nulle. 

Mais  on  sait  cjue  le  mouvement  du  périhélie  est  de  l'ordre  des 
masses  à  moins  que  l'excentricité  ne  soit  elle-même  de  l'ordre 
des  masses;  car,  si  l'excentricité  est  très  petite,  il  suffit  d'une  très 
faible  perturbation  pour  déplacer  beaucoup  le  périhélie.  Or,  dans 
le  cas  de  4,  l'excentricité  est  finie,  le  mouvement  du  périhélie 
est  de  l'ordre  des  masses,   de  sorte  que  le  rapport  des  moyens 

mouvements  est  égal  à  2  = à  des  quantités  près  de  l'ordre 


PRINCIPE    DE    LA    MÉTHODE    DE    DELAUNAY.  365 

des  masses.  On  a  une  véritable  librat.ion.  Dans  le  cas  de  1,  au  con- 
traire, l'excentricité  étant  petite,  le  mouvement  du  périhélie  est 
fini,  de  sorte  que  le  rapport  des  moyens  mouvements  n'est  pas 

voisin  de  2  =  ;  il  n'y  a  pas  de  libration. 

209.  Influence  de  l'inclinaison.  —  Les  équations  qui  donnent 
les  variations  de  l'inclinaison  prennent  la  forme  très  simple 

E  et  H  doivent  être  regardés  comme  des  constantes,  puisque 
U  ^  const.  L'intégration  est  donc  immédiate. 

J'ai  dit  c[ue  l'on  avait  U  ^  const.;  et,  en  efTet,  si  je  tiens  compte 
de  l'inclinaison,  mais  que  je  continue  à  négliger  l'excentricité  de 
Jupiter  et  les  termes  à  courte  période,  F  dépend  seulement  de  U, 
x^  j,  ^,  ri,  mais  ne  dépend  ni  de  A,  ni  de  ^  ;  on  a  donc 

— —  =  o,  U  =  const.,  r  =  const. 

210.  Calcul  de  X.  —  La  différence  des  longitudes  moyennes 
de  A  se  calculera  par  une  simple  quadrature. 

On  trouve  en  efTet 

A',  B',  ...  désignant  les  dérivées  de  A,  B,  . . .  par  rapport  à  U. 
Gomme  U  est  une  constante,  les  coefficients  A',  B',  ...  sont  aussi 
des  constantes;  quant  à  x,y,  ç,  T|,  ce  sont  des  fonctions  connues 
et  périodiques  du  temps.  Gela  résulte,  pour  x  et  y,  de  ce  fait  que 
les  courbes  F  =  G  sont  fermées,  et  pour  ^  et  yi  de  la  forme  des 
équations  (7). 

Le  dernier  membre  de  (8)  est  donc  une  série  Lrigonométrique 
dont  la  quadrature  est  immédiate.  Le  terme  tout  connu  de  cette 
série  représentera  alors  le  moyen  mouvement  de  \. 

M.  Andoyer  a  poussé  l'approximation  plus  loin  en  tenant 
compte  des  puissances  supérieures  de  x  et  de  y.  Je  ne  puis  que 
renvoyer  à  son  Mémoire  dans  le  Tome  XX  du  Bulletin  astrono- 
mique. 
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le  premier  semestre  1894-1895,  rédigées  par  Ed.  Le  Roy,  docteur  es 
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